
г

d

"

d

»сннхн соы-смннноя пнопогнн. 2()(И. том 12п, J',~ 2. с. 149-179

УПК 57.02.001.57

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕУРАВНЕНИЯ

В МОДЕЛИРОВАНИИСООБЩЕСТВ МИКРООРГАНИЗМОВ
V

© 2006 г. П. В. Фурсова. А. П. Левич

московский госудаоопоелный университет. им. "\1..В. Ломоносова

Представлен обзор модечей фигоплаик-гоиных и микробных сообществ, основанных на аНJlаратс

дифференциалыюго исчисления. Правелены наиболее часто применяемые зависимости скоростей

роста ОрП1НИ'3мав ОТ условии среды. Описаны различные подходы к учету факторов, лимитирую

щих развитие сообществ. Представлены модели конкуренции микроорганизмов за ресурсы, а также

связанных с ней процессов перестройки структуры сообществ и конкурентного исключения видов.

Затронут вопрос об управлении рЩ"ОМ и урожаем микроводоросяей.

x(~ -d),

~СЮ6

Для описания экологическихсообществ,8 том

'ШС;1е сообществ микроорганизмов, привпекают

методы из самых разных областей математичес

кого знания [34]. Самое широкое распростране

ние получил подход, основываюшийсяна аппара

те дифференциального исчисления. Дифферен

циальные уравнения позволяют описывать

динамику численности (биомассы) каждой попу

ляции, входящей в изучаемую систему.

В общем виде можно записать зависимость

dx
d/ = F,(t, Х 1, .\:2' .. о, Х",), i = 1, .. 0, 11.-', (1)

где \1' - число видов в сообществе, Xi - 'шсленности

i-ro вида, t - время. Если сделать предположения

о стационарности среды и изолированности сооб

щества (т.е. исчезнувший вид не может возник

ИУТh вновь, <1 это значит, что Fi(t, ..1:1' "', Х,_I' О,

Xi + 1•• о., Х,,) = О, i = 1, ... , \1-'), то уравнение (1) мож
но записать в виде [3]

tl г. -
~t' = Xi Fi(Xl' Х2' о •• , x,v), i = 1, ... , \1.'.

Дальнейшее теоретическое исследование в

болыципстве случаев проводится дЛЯ конкрсгно

го вида функций F i •

МОДЕЛИРОВАНИЕ соовщгств

ФИТОПЛАНКТОНА:

СКОРОСТЬ РОСТА ОРГАIIИЗМОВ

Традиционный путь изучения сообществ мик

роорганизмов заключается в моделировании не

прерывных культур. Общее уравнение, описыва

ющее кинетику концентрации клеток в таком

процессс. имеет вид

dx
dt
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где Х - концентрация клеток n культиваторе, !-l
функция,описывающаяразмножениепопуляции,

tf - скорость вымывания. Скорость размножения

может зависеть от концентрации клеток, концен

грации субстрата s, температуры, рН среды и про

чих факторов [25, 26].
Как правило, скорость роста лимитируется

концентрацией субстрата, что отражается зави

симостью, предложенной ж. Моно [58]:

/l = р'.\·/(К, + s),

где р. - максимальная скорость роста организмов

ври данных условиях, К, - видоспецифическая

константа, численно равная концентрации субст

рата, при которой скорость роста культуры равна

половине максимальной (константа полунасыще

ния}.

При моделировании динамики фитопланктона

важную роль играст учст влияния уровня освс

щенноств на скорость роста. В работе [14] описа
ны некоторые виды уравнений, применяемых в

моделях. Зависимость между скоростью роста

(скоростью первичного пролуцирования) и осве

щенносгъю может быть описана уравнением Ми

хаэписа-Мснтсн

~ =~I/(K, + 1),

здесь 1- освещенность,К/ - константа полунасы

щения по освещенности.

При освещенности вышс ПОрОГ080Й (/Н), начи

ная с которой происходит угнетение фотосинте

за, можно записать следующую зависимость:

~ = ~K,I(K,+I-IH).

Значения всех констант (р., К/, /Н) зависят от

адаптации к освещенности и температуры. Зави

симость К/ от те~пературы. как правило, линей

па: К/ =Кт + {lтТ: {1т' Кт - константы, K'II - кон

станта полунасыщения по освещенности в нуле-
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J,I11.J =

1, IY,

(

' т J~. s s
J..l-i mш .1' ••. , т

Кn + ;) К,т+
'"

, здесь ~ц :::: cUYj) , где Си - удельная

~,(.,) =

~11 в.,

в., в.,

{

" = (~,(,)- О)'р

"
s' :::: D(sb-;)J)- LЧ\,(~)'\"

,= J

, т • (- ~ lli S
) J

~,(., , ... , s ) = ппп ~,; .:...---
i=IK,J+S.I

или его линейнойаппроксимацией

или ~;(s) :::: min(~i; ~ilSI; ... ; ~iтSm).

В приведенных выше фОР:\1Упах символ М;

обозначаст максимально возможную удельную

скорость роста организмов i-ro вида; К;; - кон

станта полунасыщения роста ;-1'0 вида па}м суб
страте.

В моделях,использующихдифференциальные

уравнения. возможен учет лимитированияроста

световой энергией. В этом случае предлагается

использоватьследующуюзависимость:

11,:::: min{ili; Уjlj~illi(Е)(I-ехр{-tl(ll~IХ1+

+ I,~,x,)} )Е/(I(l,~,х, + "~2X')}'

i :::: 1,2.

Здесь Х; - концентрация клеток i-ro вида; IJJ 
удельная скорость роста i-ro вида; М; - макси

мальио возможная удельная скорость роста орга

низмов i-ro вида; ~; - проценгное содержание хло-

скорость потребления j-го субстрата i-M видом

организма. а Yj j - экономический коэффициент

использованияj-го вещества i-Mвидом [3].
Если ресурсы не взаимозаменяемы, то

В=

( , т ) - . ( . ~ в .1)~, ., , ... , s - ппп ~" .:... е,,' ,
j = I

где ~jj - элементы матрицы приспособленносги:

(Хемостат -- непрерывный культиватор, в ко

тором за счет саморегулирующих механизмов по

пуляции поддерживается постоянная плотность

популяции.)

В случае взаимозаменяемых ресурсов зависи

мость J..l;(s) описывается выражением

в реактор питательной среде, и задается системой

уравнений

(2)
1,111.{

х, = (~,(s)-,,)Xp i = 1,"';
..

;)' A.J_D'.sJ_ L'-Рr,(S).l,. J
,~ I

В работах 11-3] предложена следующая 'Мо

дель динамики экосистемы. Авторы рассматри

вали организмыодного трофическогоуровня, ко

торые существуютза счет совместногопотребле

ния ресурсов питания. Пусть Ц)ijСs,l, .. " .с"} 

скорость потребления единицей биомассы (осо

бью) вида i pecypcaj; Ilj:::: Ilj(sl, "" .sm) - удельная

скорость прироста биомассы (плотности) i-ro ви

дa:.~:::: (Sl •... , s"') - вектор концентрации ресурсов

в среде; d j - удельная скорость элиминации орга

низмов i-ro вида; А."" - скорость поступления j-ro
субстрата извне на единицу объема экосистемы;

о_удельная скорость удаления ресурса в откры

той системе. Тогда динамика системы описывает

ся уравнениями

Как уже отмечалось. скорость роста зависит

от концентрации биогенных веществ. дЛЯ фито

планктона в качестве элементов. способных ли

митировать рост. могут выступать, например,

азот, фосфор и углерод. Возможные способы ОТ

ражения этого факта в работе С. Иоргенсена опи

саны следующим образом:

Модель. описывающая культивируемое в хе

мостате сообщество, представляет собой част

ный случай модели (2) при условиях а; :::: lY :::: О.

s~ :::: Ai/D, где D - скорость разведения культуры,

"'~ - концентрация j-ro субстрата в поступающей

где Р. N, С - концентрации растворенного фосфо

ра, азота и углерода; Кр, KN, Кс - соответствую

щие константы полунасыщеню!. Возможно так

же использование средней величины лимитирую

щих факторов:

вой точке температурной шкалы. Зависимость /Н

от температуры так же может быть выражена

линейной функцией: /Н:::: /Н() + анТ; /НI) - порого

вая освещенность в нулевой точке температур

вой шкалы, ан - константа.

150
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D ::: Jl1UlX j + Jl2U)X 2,

С

где j1 - максимальная скорость роста; К, - кон

станта полунасыщения при лимитировании дан-

ным субстратом. (В общем случае j1 и К, зависят

от вида фитогшанктоиа.) Теоретическое объясне

ние данной зависимости обычно основывается на

представлениях биохимической кинетики, свяэан

пых с концепцией "сэкого места" метаболизма

[4]. Живая клетка представляет собой строго сба
дансированную систему ферментативных реак

ций. при этом общая скорость прироста биомассы

Jl предполагается пропорцвональной скорости

реакции, которая ограничена недостатком субст

рата в срсдс. В просгейшем случае зависимость

скорости ферментативной реакции от концентра

ции субстрата описывается ФОРМУЛОЙ Михаэли

са-Меитеи. Поскольку в формуле Михаэлиса-.

Мен-ген константы j1 и К, есть функции от скоро

стей прямой и обратной ферментативной реак

ции, то постоянство j1 и К, предполагает постоян

ство этих скоростей. Таким образом. в основе ис

пользования зависимости Моно лежит неявнос

предположение об инвариантности во времени

соотношения элементов в клетке (так как только

при постоянстве состава клетки могут оставаться

постоянными скорости ферментативных реак

ций). Кроме того, при подходе. основанном на за

висимости Моно. процессы логлощения пита

тельных веществ и роста фитопланктона не раз

личаются.

Существуют, однако, данные. опровергающие

представление о постоянстве клеточного состава.

Как показали эксперименты. содержание фосфо

ра в одноклеточных водорослях одного вида мо

жет в зависимости от внешних условий разли

чаться в 10--30 раз [16, 33J. азота - до 5 [60], а уг

лерода - до 12 раз [391. Крайне вариабельно

также соотношение элементов в клетках. Так

Иоргснсеи [51] для естественных озерных сооб
ществ пресноводных микроводорослей приводит

диапазон отклонений N: Рот 4.1 до 291. Авторы
[48] нелосредствениыми авторадиографическими

измерениями обнаружили в пресновопном озер

ном фитопланктоне изменчивость отношений за

пасов углерода к запасам фосфора в клетках от

3.3 до 500.

Поскольку предположения,лежащие в основе

зависимости Моно, часто нарушаются, естествен

но ожидать, что в экспериментахвозможныситуа

ции, которыепринципиальноне могут быть описа

ны модельювида Моно. И такие ситуациидейсгвв-э

тельно наблюдаются. Неоднократно описаны

случаи, когда при почти полном отсутствиимине

ральныхвеществ в среде (s = О в уравнении Моно)

фитопланктон, тем не менее, продуцирует новое

вещество (Jl"* О) - явление. как пишет Маккарти.

на уровне парадокса - "что-то из ничего" (эогпе

t11ing from поthiпg). Другой пример - так называе

мый феномен избыточного потребления. кото

рый известен уже давно [52J и красочно описан в

работе [53], в которой при помещении клеток

(3)

(1 - Ч,)М,s

рофилла в биомассе: /; - коэффициент цоглоше

пия света i-Mвидом; 11;(Е) - КПД фотосинтеза i-ro
вида клеток; У, - величина. обратная калорийнос

ти биомассы э-го вида клеток; Е - мощность ФАР

(фотосинтетически активной радиации), падаю

щей на поверхность культуры; d - толщина слоя

культуры в кювете культиватора (приведено вы

ражение для удельной скорости 11. в случае лими

тирования совместного роста двух видов только

энергией света) [3].
Болсуновским [9] была предложена следую

щая математическая модель динамики компонен

тон сообщества из двух видов (спирулина и хло

релла), рост которых лимитируется интенсивнос

тью света всей области ФАР

Х; ::: (11,- D)x,.

I1; ::: a;E:(lJ i + Е),

Е::: Е (1 1IX1 +У2Х2)
о 2'

где Х, - концентрация клеточного хлорофилла,

11, - уде.'lьные скорости роста, а" Ь, - константы

уравнения Михаэлиса-Ментен. Е - средняя осве

щенность для всего сообщества, Е() - поверхност

ная освещенность. D -- скорость протока.

Помимо этого, в моделях можно отразить эф

фекты метаболического воздействия. как, напри

мер, это было сделано в работе [13]. Скорость

роста фитопланктона i -го вида описывалась вы

ражением

где XI. Х:" S - концентрации )1ВУХ видов фитопланк

тона и минерального вещества, выраженные в

единицах лимитирующего биогенного вещества;

lli - коэффициенты метаболизма; М, - макси

мальная скорость фотосинтеза; Н, - параметр на

сыщения; аи - эмпирический коэффициент инги

бирования г-го видаj-м.

Как уже указывалось вьнле , при моделирова

нии динамики биомассы фитопланктона. чаще

всего используют уравнение Моно [58], описыва
ющее зависимость удельной скорости роста попу

ляции Jl от концентрации s лимитирующего рост

субстрата

орга

: хло-

+

11, 
акси-

ьные

роста

ается

юсти:

шдом

циент

шиси-

3 ко

03 по

носгъ

льиая

темой

1.1 f.Ii
ьиую

коп

i суб-
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Дота [401 в модели поликультуры пресновод

пыx ВОДОРОС.'1еЙ использовал выражение !1 =

где цР. qN, qC _ внутриклеточные коицентрации

биогенных элементов (соответственно, фосфора,

азота и углерода), выраженные в мг на 1 л воды:

I'·\'CI'NC
Ч,,,iп' Q",in' q,п;п, ч1Н~" q",~x, qm", ~ минимальные и

максимальные зиачсиия содержания трех биоген

ных веществ в составе фитопланктона, х - кон

центрация фитопланктона. vC, уР, V
C

- скорости

поглощения углерода. фосфора, азота. о", »",
V'N _ соответствующие максимальные скорости

поглощевия, С, Р, N - концентрации биогенных

элементов в окружающей среде,/(1).Лn - функ-

На непостоянство стехиометрических соотно

шений углерода, азот~ и фосфора в составе фито

планктона указывал Иоргенсен [14]. Он отмечая.

что, как показали лабораторные опыты, разви

тие фитопланктона происходит в два этапа: на

первом идет логлощение биогенных веществ, а на

втором - клсточное деление. регулируемое внуг

риклсточной концентрацией ресурсов. В работе

r5lj используетсяследующаясистема уравнении

.,,' N
Ч - qm.iп Х

q-Ч",ill

Р
qm'L~ - Ч",i"

ется величина qtн~X - максимальное зпачение Э.1е

мента питания, которое может накопиться в

клетке. Можно привести несколько примеров ис

пользования величины Чm~х В формулах для ско

рости роста клеток [17]. Автор [б01 в модели ве

сеннего цветения диатомовых на Балтике приме-

(/-Qш.iп qm,,,
нял зависимост ь /! = Jl

qш~х - ЧТТlllI Ч

,_ q - Чт!11

Р = Р .
K+(Q-qmin)

Формула (4) упрощается в связи с предположени

ем, подтвержденным экспериментально в работе

[59], о равенстве константы полунасыщения и ми

нимального клеточного содержания соответству

ющего бисгена и принимает вид

морской диатомеи Рпаеозасьушгп tricornutum в но

вую среду, паблюдалось, что сначала практичес

ки весь фосфор был потреблен клетками из сре

ДЫ, и только ПОТОМ клетки начали делиться.

Таким образом, процессы поглощения мине

ральных веществ из среды клеткамифитопланк

тона и его рост - существенно неэависимые про

ЦСССЫ. И, следовательно, модели, игнорирующие

ЭТОТ факт, не отразят, по крайней мере, три явле

ния. наблюдаемые в природе [171:
J) скорости роста фитопланктона и по-гребле

НИЯ питательных веществ могут быть различны

ми Н, н частности, скорость потребления может

сильно превышатъ скорость роста;

2) высокая скорость роста может иметь место

при очень низких концентрациях ресурсов в сре

де;

3) доля биогенного элемента (азота, фосфора)

в клетках фитопланктона может сильно варьиро

вать на протяжении вегетационного периода.

Основными величинами при описании зависи

мости скорости роста от клеточных запасов био

генных элементов являются непосредственно со

держание элемента в клетке Ч С'клеточная кво

та"), а также его минимальное содержание в

клетке qmiп' при котором скорость роста !.1 ::: О.

Развитие концепции клеточной квоты в иссле

дованиях различных авторов описано в работе

Кучей lI7]. Концепция клеточной квоты берет

начало с работ Друпа, который предложил зави

симость удельной скорости роста от содержания

вещества в клетке в виде [42]

11 ::: ~(q-Чmiп)/ч·

Автором [44] в эксперименте на двух видах ди

атомовых продемонстрирована связь скорости

роста водорослей с клеТО4НОЙ концентрацией

Ф Ф . (1 2(Ч-Ч""')!'1"",) (О
ос ора в виде Il::: 11 - . бозиаче-

ния те же, <11'0 и в формулах (3), (4).)
Бьерман [3б] в модели внутригодовой сукцес

сии фитопланктона (четыре группы водорослей.

три биогенных элемента - азот, фосфор, крем

ний) выражал зависимость роста от клеточного

Ф Ф
р П -Ц'I!(!m;,,-I)

фос ора ормулой ц = Il - е ], от кле-

точного азота - формулой Друпа (4), а от клеточ

ного кремния- формулой Моно (3).
Кроме минимального содержания элемента

Чтi" В клетке, важной характеристикой вида явля-
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где п' и а2 - удельное содержание первого и вто

рого элементов в организмах популяции соответ

ствешю.

,
s s
->-

1 2'
а а

если

если

если

если

).11 ~]
---,о

К 1 +.)'

~ ,
).11 .)'
-~~,.

К 1 + ....

" i12~.2
---"
К2 + s~

примсним только в условиях стационарного со

стояния. т.е. когда приток и отток энергии и ве

щества сбалансированы [22].

При практическом использовании принципа

Либиха важнейший момент - выявление лимити

рующего элемента питания. Сам Либих опреде

лял лимитирующий ресурс по соотношению меж

ду запасами веществ в организме и окружающей

среде [4].

Использование в математических моделях за

висимости скорости роста популяции как функ

ции одного элемента питания ).1(s) допустимо

только дЛЯ систем с устаНОБИВШИМСЯ характером

лимитирования. Однако смена факторов лимити

рования встречается повсеместно и представляет

как теоретический, так и практический интерес.

Существует несколько различных подходов к те

оретическому описанию механизма смены фак

торов, лимитирующих рост популяции. Наиболее

распространены модели, в которых предполага

ется, что в любой момент вре1o.:lени рост контро

лируется только одним элементом питания. Сре

ди таких моделей можно выделить два варианта

определения момента смены лимитирования [4].

В первом варианте лимитирующим считается

элемент питания, дающий наименьшую скорость

роста популяции. Например, для модели Моно

смена лимитирующего элемента питания с Sl на ....2
записывается следующим образом

причем смена лимитирования может происходить

только при неравенсгве максимальных скоростей

роста: Аl i:- М2·

ВО втором варианте лимитирующий - элемент

питания, для которого отношение "концентрация

в среде/копцентрация в организме" оказывается

наименьшим среди подобных отношений для дру

гих незаменимых компонентов питания. Смена

лимитирования в этом варианте записывается

следующим обраэом

Существование и успех любого организма или

любой группы uрганизмов зависят от комплекса

определенных условий. Любое условие. прибли

жающееся к пределу толерантности или превы

шающее его, называется лимитирующим услови

ем или лимитирующим фактором [22]. Исследо

вание влияния разнообразных факторов на рост

растений позволило Либиху сделать вывод о том,

что "рост растений зависит от того элемента пи

тания, который присутствует в минимальном ко

личестве" [56]. Впоследствии этот результат по

лучил название "прииципа минимума Либиха".

Цальнейшие исследования показали, что для ус

пешного применения этого принципа необходимо

учитывать взаимодействие факторов (например,

высокая концентрация, доступность И.1И воздейст

вие нелимитирующего фактора может изменить

скорость потребления элемента питания, содержа

щегося в минимальном количестве), а также огра

ничение. согласно которому, закон Либиха строго

концепция лимитирующих

ФАКТОРОВ

ции, характеризующие зависимости интенсивнос

ти фотосинтеза от освещенности и температуры.

Существуют некоторые данные, которые поз

воляют сравнить результаты моделирования с и

без использования концепции клеточной квоты.

Кучей [17] специально сравнивала модели, опи

сывающие кругооборот биогенных ресурсов

(азота или азота и фосфора) в замкнутой системе,

включающей одну группу фитопланктона, пита

тельные элементы и детрит. При использовании

клеточной квоты удельная скорость роста зада

валась формулой Друпа, при атом В случае двух

ресурсов использовался принцип минимума Либи

ха, Оказа.10СЬ, что модели с использованием кле

точной квоты дают большее число возможных

сценариев развития фитопланктона и позволяют

описывать ситуации. реально встречающиеся в

природе, например. hapaL-гание биомассы фито

планктона в условиях почти нулевой концентра

ции биогенного элемента в среде или резкий ска

чок отношения N : Р в среде в момент кульмина

ЦИИ цветения.

В настоящее время среди исследователей уста

новилось мнение, что модель Моно адекватна при

описании устойчивого роста водорослей в стаци

онарных условиях, подобных хемосгату, а для

описания процесса роста при измепяющихся

внешних условиях, например, при моделировании

внутригодовой сукцессаи фитопланктона, необ

ходима более сложная модель, выбранная в соот

ветствии с предположением зависимости скоро

сти роста от клеточных концентраций ресурсов.

Одной из ситуаций, где при моделировании необ

ХОДИ),Ю привлечение концепции клеточной кво

ты, является накопительпое культивирование.

ютио

фиго

гечал ,
эазви

[Ш: на

в.в па

виут

яботе

ювий

оrости

генных

. функ-

грации

сфора,

1воды;

ювод

~ =

: эле
ься в

эв ис

I СКО

Ш ве

риме-

ьные и

.иоген

- КОН

орости

С _ Р

.. v .

2006 УСПЕХИ совгпмгииои БИОЛОГИИ том 126 N~ 2 2006

~-~ - "--- ,



р

154 ФУРСОВА, лввич

IУ

11

111

СИ/

ПР'

по;

сп

меэ

ни.

х<

эф

ГД'

жа

Пу,

кой

рат

раэг

миг

ВО"

ляш

биоэ

r
с

ордг

велr

2 ре
вова

разб

= ггш

D
+е"

]J 12
У,,(, D)

== Уn S()- Р21

Лимипшруюшимявляетсяэлемент питания,

для которогоотношение "концентрацияв сре

де/концентрацияв организме" - наименьшее ПО

сравнению с другими неэаменимыми компонсн

тами питания. Этот механизм лимитирования

применяли в модели конкуренции между микрово

дорослями в замкнутой системе [4. б]. Предполага
ли, что элементный химический состав организ

мов фиксирован; каждый вид потребляет биоген

ные вещества в пропорциях, соответствующих

соотношению элементов в клетках водоросли.

Динамика биомасс в случае конкуренции двух ви-

где х, - концентрация биомассы i-ro вида; D - СКО

ростъ протока в хемостатс; /11 == min!)1\, P1151,

PI2S2}. J.l2 == miп{А-I' PlISI, PI2·~2! - удельная ско

ростъ роста организмов; sL - КОнцентрация j-ro
вещества в поступающей в реактор питательной

среде: S1 - концентрация элементов питания в ре

акторе: Уи - экономический коэффициент ис

пользованияj-го вещества организмами i-ro вида:

Pij - коэффициент приспособлеиности i-ro вида к

j-My ресурсу. В уравнениях используется кусочно
линеиная аппроксимация формулы Моно.

Исследование стационарных состоянии систе

мы дало следующие результаты. Если оба вида

потребляют преимущественно один 11 тот же ре

сурс, то в системе становится доминирующим

один вид - тот, у которого максимален коэффи

циент Р по лимитирующему ресурсу. Если же ви

ДЫ потребляют преимущественно разные ресур

сы, то результат конкурентной борьбы зависит

~ i ~ .
от значении -"о - концентрации вещества} в по-

ступающей в реактор среде. Пусть, для опреде

ленности PIJ > Р21' PI2 < Р22' Тогда в стационарном
состоянии скорость роста популяций определяется

формулами ~l == J312·\'2~ ).12 = P21SI' Отсюда следует., '
что на плоскости {So, ~.;; J можно выделить область

{
s~ < DIP21;

вымывания обоих видов (для значе-
, 'А

-"о < D/jJJ2

ний концентрации 5~ из этой области х, < О). ДЛЯ

остальных значении концентрации вещества 51)
возможны три варианта устойчивого равновесия:

сосуществование обоих видов, доминирование

первого вида, Доминирование второго вида (рис. ]).
Границы области сосуществования задаются

2 Y11( , D) + D и 2 :::
прямыми -"() Y

I2
5(1- j3; Р12 -"(!

(/ll ~ п)х\,

(/12 - D)x~,

, ,
D(s~ - SO) - )lIX/YI2 - J.l2.1:"2/ УП ,

х,

Для обеих моделей на плоскости I s~, s~ J (.\'{) -

каицептрацияj-го питательного вещества на вхо

де системы) выделяют три области стационарных

СОСТОЯНИЙ с определенным типами лимитирования,
в зависимости ОТ запасов биогенных элементов S()

и s~; область вымирания популяции; область, где Б
стационарном сосгоянии рост популяции лимити

рует элементс', И область лимитирования элемен
том ..,.2. Однако форма границ областей в моделях

заметно различается [4]. Экспериментальная про

верка реалистичности двух механизмов смены ли

митирования (лимитирование культуры микрово

доросли Chlorel1a эр. фосфатами и нитратами) по

казала [5J.что более корректно механизм жесткой

смены лимитирования описывает вторая модель,

которая совпадает с представлениями Либиха.

Применекие различных способов

формализации закона минимума Либиха

Лимитирующим счuтается элемент nитa~

ннн, даюший наименыную скорость роста nиnу
ляиии. Этот подход К определению момента пере

ключеиия лимитирующего фактора применялся

в модели конкуренции двух видов организмов за

два взаимонезамсняемых ресурса в режиме хемо

статного культивирования [3]. Динамика биомасс

видов.с., Х2 И питательных веществ sl, s2 описыва

егся уравнениями

РИС. 1. Варианты устойчивого равиовссия: [ - область

ВЫМИрШШЯ обоих ВИДОВ, 11- существование нерного ви

да. lJI- сосугцсствованиеобоих видов, JV - область су

шествоваиия второго вида. Обозначения СМ. в ТСКСТ!::.

'",
""
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! - ско

, Bllsl,

IЯ ско-

дов за два незаменимых ресурса ~.I и ~_2 описывает

ся уравнениями
L'

~2 2 I . ('/ 1 2/ ')
)l1~' +Slgn S 0':1-.1' 0;]

(/2 К22

Y22- d2·

в',в',

11

111

Рис. 2. Разбиеиис ПЛОСКОСТИ обшихэапасон биоген

ных элементов В зависимости от пимн-гирующего ве

щества J\_'IИ каждого из ВИДОВ: 1- лими-гирующес ве

щество .1'1,11 - ПОПУШЩИИ ЛИМИТИРУЮТСЯ разными или
одинаковыми ресурсами (возможны 'le~bIre комби

нации). 111- лимигирующее вещество г-. Оёоэначе

иия см. В тексте.

L'

dlKj]

111 -г:

2 н.к.,
81 = --

112-·(11',
Далее следует изучение сектора П. Случай,

когда вид х I лимитируется ресурсом ~.2, а вид Х] 

ресурсом Sl, не обладает устойчивым состоянием

равновесия. Вариант динамики, когда оба вида ог

раничены веществом .1'2,имеет одно стационарное

состояние -э доминирование популяции вида.е-. На

плоскости (LI. L2) эта ситуация реализуется в сек-

[ О; : ~ 2)
торс С вершиной в точке aT8z; 82 ' У которого

наиболее неприхотливой по отношению к биогену

.1'1 и .\.2, соответственно, (рис. 3 a-l)

нижний луч совпадаетс нижней границейсекто

ра П, а верхний луч параллеленверхней границе.

Состояниеустойчиво,если в~ < ei (рис.4а).

Если оба вида лимитируютсябиогеном .1'1,рав

новесным является доминирование вида XI' Об

ласть доминирования изображается сектором с

[ ')J O:~ 1
вершивой в точке 81; a~BI ' верхним лучом,

совпадающим с верхней границей сектора П, ни
жним - параллельиым нижней границе. Состоя-

ние устойчиво, если в: < 8~ (рис. 46).

При лимитировании популяции вида Х1 биоге
ном ~.2, а популяции вида Х2 - биогеном .1'1 конку-

-, ,
)loS ,

К 2 1 +.1'

. 1 1 2 2+ SJgn(.\· la)~s 10;2)

2

Х 1 -l!]ХI +Xlf-](SI,S2),

, ,
Х2 -а2Х2 + Х2Р2(.1' , .1' ),

-" I . ('/ - '/ ')1 2 )l].I' +Slgпs 0;1-.1' 0;1
FJ(s,s) 1 2 +

KIl+s

- 2 2
)l2.1'

+ ,
K22+'~~

где Х; - плотность биомассы i-ro вида; a~ - содер

жание k-ro элемента в клетках i-ro вида: d i - ко

эффициенты естественной смертности; ft;' - мак

симальные скорости прироста биомассы вида i
при лимитровании веществом j; Kjj - константы

полунасыщения вида j при лимитировании веще

ством}; и - общие запасы первого и второго эле

ментов витания в системе. Функция sign(x) при

нимаетзначение,равное] при Х > О, равное -1 при

х< О и равное О при х=О.

Области устойчивости зависят от и. XI(O), .\"2(0).
1 ~ l'

Пусть О::1/О;! > а2 / 0;; . В зависимости от 'Гога, ка-

кои ресурс лимитирующий, положительный квад

рат плоскости общих запасов биогенов IL 1, L2}
разбивается на три сектора (рис. 2). В первом - ли

митирующее вещество .1'1, В третьем - вещество S2,

во втором - возможны четыре комбинации: попу

ляции лимитируются разными или одинаковыми

биогенами. Границы секторов задаются осями ко-

]' 1 2
ординат и лучами 0;1 /О;] ' 0;1/а2. В зависимости от

величин минимальных концентраций 8;,8;, i,j= Г,

2 ресурсов .~I и .1'2 В среде, необходимых для сущест

вования соответственно видов хl И Х2 сектора 1и 111

разбиваются прямыми L 1 = min(8:, 81) и и =

= miп(8i, 8~) на зону доминирования популяции,

значе-

систе~

ia вида

же ре

лощим

еффи-

же ви

ресур

ависит

.i в по

шреде

гарном
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.бвастъ

О). Для

,
'о

танин.

j в сре

шее 110

тонен

ования

экрово

'10:1ш·а

рганиз

бисген

ующих

эросяи.

:ВУХ ви-

ИЯ j-гo

еяьной

IЯ В ре

нт ис

ОБида;

вида к

сочно-

.тва .1'1)

эвесия:

ование

рис. 1).
лаются

1006 УСПЕХИ СОвРЕМЕННОЙ БИОЛОГИИ том 126 .'@ 2 2006



['

о

е:

Ситуация сосуществования видов возможна

только, когда 1"0'IK3 (е\: e~) лежит в секторе П.

На плоскости 1и, L2! область эначсний L] и L2
,

при которых виды могут сосуществовать, задает-

ся сектором с вершиной в точке (в: : в;) и сторона

~Ш, параллелъными сторонам сектора П (рис. 46).
Таким образом, можно выделить 12 различ

ных способов заполнения плоскости бисгенов
, э

(три варианта принадлежности точки (е ] ; 8:;) О)"!;-

ному из секторов, каждый из которых делится на

четыре по положению значений 8i, e~ на оси L'

е' е' l'и ). 2 на оси ,-). Причем, кроме тех случаев,

когда области доминирования прилегают друг к

другу, существуют варианты наложений ра3лич

НЫХ исходов (В этой ситуации ре-зультат зависит

, '/, > 8),

['

ФУРСОВА,лнвич

L2

б

U Х]

8}

XI ХI

в~
о

е' 8; ['
L'

,

L'
г

"1

О

, '
Jcx,;] ,cx,~1

C>""""'f.L + 8; - ~e2'
сх,2 а2

Рис. 3. Результат конкуренции в областях лимитирования рОСТа. одним peCY~COM (СМ. рие. 2): О - вымирание обоих 11И
ион, Х] - доминирует первый ВИ)\,.(2 - второй. Обоэначенич СМ. В тексте.

2 .)
L >8:;:,
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Область доминирования вида XI пуста, если

точка (е: ' 8~) лежит в 111 секторе, и ограничена

полосой, примыкающей к нижней границе сред

него сектора, В других случаях. Условия положи

тельности и устойчивости:

ренция может иметь четыре исхода: вымирание

обоих видов, сосуществование, доминирование

одного или другого. Состояние вымирания устой-

чиво при и < е; ,и < e~.

Область доминирования вида Х2 пуста, если

, '
точка (8[,8:;) принадлежитсектору1, и имеет-вил

полосы, примыкающей к верхнему лучу среднего

сектора, в остальных случаях. Исход УСТОЙЧИВ, ес

ли верны неравенства
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от начального значения биомасс), а также разры

вы, внутри которых происходят колебания.
с'

а

Индикатор лимитирующего ресурса

Модель динамики фитопланктона, включаю

щая в себя закон минимума Либиха. была проана

лизирована в работе [54]. Результатом исследова

ния стал индикатор для определения лимитирую

щего ресурса. Модель описывается системой из

211 + 1 линейных дифференциальных уравнений

(зависимость Михаэлиса-Ментен-где vi ::::
К ,+ sj,

с'а'
_! в~, .
а,

6

с'

1, ...• т,

.1 :::: 1, ...• т,

(g - D)x,

:::: v<~-Dp./,

(1:./
,11

clpsj

dt

dx
dt

ви-

аожна

оре Н.

1 И U.
адает

зроиа

,.46).

азяич

эгенов,
В,) од-

IТСЯ на

оси L!

гучаев,

друг к

.азлич

ависат

Моно скорости поглощения v j от концентрации

элемента питания .o;i), К :::: ~[1 - тах(;? /qi)], с1::::
j

:::: p,~jlx; т - количество ресурсов.э' - концентрация

';-го ресурса в среде, p,~i - концентрацияj-го ресур

са в фитопланктоне, х - плотность клеток. D -

скорость промывания реактора, J~ - концентра

ция j-ro ресурса во входящем потоке. vj
и К ) -,

максимальная скорость поглощения и константа

полунасыщения фитопланктона при потребле

нииj-го ресурса, ~ - максимальная скорость деле-

ния, (/ - квота j-ro ресурса в живых. но неделя
щихся клетках (все параметры - положительные

константы).

Считается. что потребление ресурсов неэави

симо друг от друга. клетки фитопланктона содер

жат, по крайней мере. т различных типов "мест

для храпения питательного вещества".

Система уравнений определяет следующие со

стояния равновесия: тривиальное ~;i* :::: О, psi~ :::: О,

х* =0.';:::: 1.... , т, которое не существует в данной

модели; состояние ,r;i' :::: s&* , p.o;i" :::: О, х* :::: О - суще

ствует, но не устойчиво при определенных значе

ниях параметра; и нетривиальиое состояние. опре-

tls
i фнi

dx О' 1
деляется из условия -,- = -d = ~d :::: -л » "", т( r f t

И si' > О. p,~P' > О. х* > О. qi* > {/ . Данные условия

а

с'

Рис. 4. Результат коикурсипии 11оБЛаСТИ лимитирова

ния роста ДВУМЯ ресурсами (см. рис. 2): помииирова
нис популиции вица -[2 (а). xl (6) И сосуществование

обоих видов (в). Обоэнпчевия СМ. в тексте.

порожпают систему уравнений для нахождения

состояния равновесия

v'*x*

D.
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]58 ФУРСQВА, ЛЕВИЧ

jo:::: arg гпах ~laAJdsjlsi}.
1",)",,"

молплиговхнигконютъиции

ЗА PICCYPCbl

ноток вещества Р; описывается общим выражени

ем р; :::: /(sl, . '" .1''''). Лимитирующий факторь, опре

деляется из условия

,
г

(5)j{) :::: arg гтшх ~ Id.fJd.\)]sJ}
1",)",,"

Применениекритерия(5) к годовой первичной
ассимиляции, играющей РО.1Ь интсгральнои

функции отклика всей водной экосистемы, дает

критерий выбора лимитирующего элемента для

модели первичного круговорота

(функция arg црипимает значение того индекса,

при котором реализуется максимум выражения),

которое означает, что лимитирующий фактор

вызывает наибольшее изменение потока Р} на

единицу своего относительного измснсния.

где 1;

_} _у

Предполагая,'ПО rщ\х( ц,) = Цт", ВЫЧИСЛЯЮ'Г-
I (/ q

ся величины с'", рг", х*, а затем - величины »:
psi',j-:,t. r.

Однако в таком решении нет пути, по которо

му можно определить, какой ресурс является ли..

митирующим. При проведении эксперимента

этот вопрос легко решается, а для аналитическо

го решения авторы предлагают следуютпий ме

тод: найти все потенциальные СОСТОЯНИЯ равнове

сия, предполагая каждый ресурс лимитирующим,

а затем выбрать тот, ДЛЯ которого значение ПЛОТ

пасти клеток в стационарном состоянии х* мини

малыю. причем. ссли рост фитопланктона огра

ничивают несколько ресурсов, то стационарные

плотностих" для ЭТИХ веществ будут иметь одина

ковые, наименьшие по сравнению с нслимитиру

юшими. значения.

Предложенный мстод позволяет ввести ИНДИ

катор, для определения лимитирующего рссурса

1, = шiпl),,

Развитие КОlщсrЩllll яимитируюших факторов

В реальной системе скорость первичной асси

миляции на всех этапах продукционного цикла

может контролироваться периодически сменяю

щимися элементами, лимитирующими фотосин

тсз. а также находиться под влиянием совокупного

действия факторов. Для преодоления связанных с

этим трудностей авторы [13} предлагают следую

щее развитие концепции лимитирования. Во-пер

вых, поиятие лимитирования распространяется

на первичную продукцию или ассимиляцию: для

,,, (
оценки лимитирующего элемента s в предпо-

ложении независимого действия биогенов) ис

пользуется выражение

А = ппп {l/cJsJ } ,
1 ", j", II!

(функция arg принимает значснис того индекса,

при котором реализуется минимум выражения)

здесь А - годовая ассимиляция в единицах органи

ческого углерода: ');- весовое отношение, в кото

ром углерод соединяется с другими биогенными

элементами в ходе реакции фотосинтеза; с! - ско
рость перввчвого круговорота при лимитирова

нии j-M элементом; .~ - количсство j-ro вещества,

участвующегов первичном круговороте.

Во-вторых,предлагаетсяотказатьсяот гипоте

зы независимогодействия факторов и включить

закон Митчерлиха наряду с законом минимума и

пределамитолерантностив единую концептуаль

ную схему лимитирования. Пустъ элементарный

Конкуренция - один из факторов, влияющих

на формирование структуры экологических со

обществ, в самом широком смысле - это взаимо

действие оргаНИ'1:>'ЮВ, стрсмящихся получить

один И тот же ресурс.

Конкурентное взаимодействие может касать

ся пространства, пищи или биогенных элементов,

света, зависимости от хищников и Т.Д. Межвидо

вая конкуренция способна привести либо к уста

новлению равновесия между двумя видами, либо

к замене популяции одного вида на популяцию

другого, либо к тому, ЧТО один вид вытеснит дру

гой в иное место или же заставит его перейти на

использование иной пищи. При конкуренции

близкородственных или сходных в иных отноше

ниях видов наблюдается тенденция к их экологи

ческому разделению (близкородственные, веду

щие сходный образ жизни и обладающие сходной

морфологией организмы, обитают в разных мес

тах или используют разныс ресурсы или разное

время активности при занятии одного местооби

таиия). Эта тенденция получила известность как

принцип конкурентного исключения (принцип

Гауэе) [23].

Сов..честное потребление ресурсив питания

организмами одною трофического уровня

Случай конкуренции за вэаимоиеэаменяемые

ресурсы характерен для автотрофного трофичес

кого уровня, составленного, например, одноюте-

f,
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точными водорослями. В работе [31 подробно ис

следована модель динамики концентрации клеток
м

" = (M,(S) - D)x" :::: 1, и-, 1, 111

11
Q

11,

~mт

А

[У

N·~---.r

Эффекты влияния световой энергии

Помимо рассмотренных ситуации лимитирова

ния роста организмов питательными веществами.

Тогда для сосуществования, например. первых

т видов, которым соответствует квадратная мат

рица В:, Х т' должно выполняться условие

. {~" в., } 1 k бIШll А' ...,~ < ,m< ~I1',или-лю ая сгро-
1-'11 I-'mт

ка матрицы сообщества вытесненных видов долж

на иметь хотя бы один элемент, меньший мини

мального элемента соответствующего столбца ма

трицы прислособленности сообщества видов,

выигравших конкуренцию [1]. Как отмечается в

работе [Г], практически все теоретические резуль

таты' получили качественное 11 количественное

подтверждение для сообщества микроводоросдей.

более m видов. Пусть матрица приспособленнос

тей имеет вид

Рис. s. Разпиелис ПЛОСКОСТИ начальных концентра

ЦИЙ пи-гагсльвых веществ {s~. s~ ! на области с раз

ными режимами лимитировании и исходами конку

реннии. I - проимущество випа XI при лимитировании

обоих видов субстратом sJ; ]~ -с дсмннирование ВЩЩХl

при <:1'0 лимитировании субстратом .1'2. а видах] -суб

сгратом .1'1; 11- дпмипированиевида Х] при лими-гиро

ваиии обоих видов субстратом .1'2; lI а - 11РСИМУЩССТВО

пила Х2 при <:10 лимитировании субстратом sJ, а вида

XI - субстратом s2; IП - устойчивое сосуществование

видов при лимитировании видах! субстратом .1'2, а ви

да Х2 - субстратом .\'[; IV - область нулевой биомассы

сообщества. Обозначения см. в тсКС'П:.

i :::: 1, 11/,
. (~ ,,1 "т

ппп l1i; JJilS ; о •• ; jJimS ) = О,

.J :::: l,m.

(Обозначения те же, что в формулах, употреб

ленных выше в тексте). Стационарноесостояние

системы (6) определяется уравнениями

Исследование модели в слvчае конкуренции

двух видов за два ресурса позволяет [11 разбить
пространство начальных концезгграций пита-

I '
тельных веществ (50, .~;; I на области, в которых

реализуются различные режимы лимитирования

и исходы конкуренции (рис, 5), В области1реали
зуется преимущество первого вида при лимигиро

вании обоих конкурентов субстратом Sl; в облас

ти 10 побеждает первый вид при лимитировании

первого вида субстратом S2, а второго - субстра

том г: 1; В области П конкуренцию выигрывает вто

рой вид при лимитировании обоих конкурентов

субстратом ,3.2; в области Па выигрывает второй

вид при лимитировании второго вида субстратом

Sl, а первого вида - субстратом S2. В области IП ре

ализуется устойчивое сосуществование конку

рентов при лимитировании первого вида субстра

том S2, а второго вида - субстратом Sl. Область IV.
границей которой является ломаная линия

MNAPQ, - область нулевой биомассы сообщест

ва. Коэффициенты угла наклона прямых, являю

щихся границами областей, есть Y11/Y12 и У2/Уn.

Величины s{* на рис. 5 - концентрацииj-го субст

рата, при которых скорость роста i-ro ВИ)Щ равна

скорости его элиминации (11, =О).

Необходимо отметить, что при описании сооб

щества из 11' видов, потребляющих т ресурсов. ав

торы исходили из следующей формулировки

принципа конкурентного исключения; "для рав

новесного сосуществования совокупности конку

рирующих видов, не взаимодействующих друг с

другом помимо потребления общих субстратов и

не поедаемых хищниками, необходимо, чтобы

число различных реСУРСО6 было не меньше числа

конкурентов" [1]. В соответствии с этим принци

пом В стационарной экосистеме не может быть

(5)
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нга для
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D = ).110.:1.\"1 + 1120.:2.1:2
С '
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чс
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ТО

сш

~,.

СИ'
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ва:

па
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то,

ГО>

Д"'
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пл

ГО

пел

ра

де

ба.

ДИ"

дс!

ко.

не]

{/iЩI)j + Е),

Е (1- Уl.1: 1 +У2.\"))
о 2'Е

где s - концептрация ресурса в культуральной
среде; So - концентрация вещества в поступающей

питательной среде: Р;,\ - коэффициент приспособ

лениости ;-го вида к веществу s; Yi" - экономичес

кий коэффициент использования вещества s ;-м

видом; остальные обозначения те же, что и в пре

дыдущей формуле.

Исследование данной системы позволяет пост

роить разбиение пространства 1S(j, Е I на области.

в которых имеют место различные исходы конку

ренции. Это разбиение зависит от вида функции
'l,(E). Результаты исследования этой модели ана

логичны вышеприведеннымрезультатам для мо

дели конкуренции двух видов за два ресурса, что

позволяет описывать сообщество общей матри

цей приспособленности, считая световую энср

гию одним из ресурсов.

Влияние интенсивности света на сосущество

вание видов микроводорослсй исследовалось и

лругимв авторами. В частности. в работе [9] была
предложена следующая матемагическая модель

динамики компонентов сообщества И3 двух видов

(спирулина и хлорелла), рост которых лимитиро

вался интенсивностью света всей области ФАР

где Х; - концентрация клеточного хлорофаяла;

).1; - удельные скорости роста; 0i' Ь, - константы

уравнения Михаэлиса-Ментен: Е - средняя осве

щенность для всего сообщества; Ео - поверхност

ная освещенность.

В работе было построено разбиение простран

ства j с, Ео I на области с различными исходами

конкуренции (рис. 6).
В работе так же были исследованы модели:

1) два вида - лимитирование интенсивностью све

та отдельных спектральных областей; 2) три ви

да - лимитирование роста интенсивностью света

отдельных спектральных областей ФАР; 3) два ви

да - ингибирование роста интенсивностыо света

всей области ФАР; 4) два вида - ингибироваиис

роста одного вида и лимитирование роста другого

вида интенсивностью света всей области ФАР;
5) два вида - лимитирование роста интенсивностью

света всей области ФАР и наличие взаимодействия

между видами через рассеянный световой поток.

Для всех рассмотренных моделей теоретические

,
Х, - концентрация клеток I-ГО вида; Ili - удеЛhная

скорость роста и-о вида; D - скорость протока в хе

мостате: ~; - максимально возможная удельная

скорость роста организмов i-ro вида; ~; - процент

ное содержание хлорофилла в биомассе i-ro вида;

[.- коэффициент логлощения света ;-м видом:

lli(E) - кпд фотосинтеза i-ro вида клеток; У; - ве

личина, обратная калорийности биомассы ь-го вида

клеток; Е - мощность ФАР (фотосинтетически ак

тивной радиации), падающей на поверхность куль

туры; (/ - толщина слоя культуры в кювете культи

ватора.

Анализ системы показывает, что в культивато

ре произойдет закрепление одного вида с макси

мальным коэффициентом приспособленности к

световой энергии Фilс = Y;l;Pill;(E) - коэффициент
приспособленности i-ro вида к световой энергии).

При возможном лимитировании роста двух ви

дов световой энергией Е и некоторым веществом

S, модель имеет вид

).11 = min{]lI; PltJE)x

x(l-ехр{-d(lIРI Х l +

+ [2Р2Х2)} )ld(lIP IX I + [2Р2.1:2); PI.l'S}'

~2 = min{~,; ~2E(E)x

х (t - ехр ] -d(lIР I Х 1 +

+ 12~2X2) } )/d(l, ~,x, + 12~2x2); ~".,},

Х 1 = ().11 - D)x j ,

Х2 = (112 - D)x2'

Х 1 (111 - D)x],

.1'2 (/12- D)x2•

111 = min{MI; YIII~1111(E)x

х (l - ехр] -аи] ~IXI + [2~2X2)}) Х

Х E!fl(l,~,x, + 12~2X2)}'

112 = min{D-2; Y212~2fI1(E) х

x(!-exp{-d(l,~,x, +12~2x2)})x

х Ш(I(lj~IХl + [2~2X2)}'

рост микроволорослей часто лимитируется свето

ВОЙ энергией. Подробно были рассмотрены случаи

лимитирования роста двух видов только световой

энергией и лммитироваиия световой энергией 11 не

которым веществом [3]. Для ситуации, когда все Ш1

тательные вещества для двух видов. растущих в ус

ловиях хемосгата, находятся в избытке, уравнения,

описывающие динамику роста, имеют вид

УСПЕХИ СОВРЕМеННОЙ БИО;ЮГИИ том 126 И~ 2 2{Ю6 4
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Рис. 6. Области различных исходов конкуренции двух

нипов. рост которых лимитируется иитенсивиосп.ю

света Ео . 1- прсимушествоспирулины,П - сосушест

вовавне обоих видов. ПI - доминирование хлореллы.

IV -- область. в которой данные мсиокулы-уры не су

шествуют.

в формулах приняты обозначения

d,

вытесненным более агрессивным, но нуждаю

ЩИМСЯ в значительных количествах биогенных

соединений вторым видом (рис. 76).
Математически и графически эти исходы ВЫ

ражаются следующим образом (для определенно-

Н2 Н[ O-Тl,)M,
сти считается, что - > - , где Yi = - 1,

"12 У] d,
;=1,2),

Г, дх, = r,Q-I/,I, '>Х 2 r,Q-1121,

П. ДХ[ = rIQ+I], ДХ2 г2Q-jI21,

[П. дх, = -jr,IQ+I,, "х, = r,Q-jl,l.

Случаи 1 и II принципиально не отличаются. При

rl > "з имеет место ситуация, изображенная на

рис. 7а; ситуация 1"1 < Г2 представлена на рис. 76; и
случай III при Гl < О продемонстрирован на рис, 7в.

На основе качественного изучения системы (7)
авторами были сделаны следующие выводы:

1) "существование регуляторного механизма

меж- и внутривидовой конкуренции, учтенного В

модели (7). обеспечивает достаточное разносбра-

(7)
(1 -Тl?)М,хоs -d?x~,

Н2 + С1. 2 ] Х t + С1.пХ2 + S - ~

Х,

Перестройки структуры

фитапланктонного соо6и(ссmва

Изучение структуры фитопланкгонного сооб

щества. состоящего из двух групп микроводорос

лей, лимитируемых ОДНИМ биогенным элемен

том, предлагается в работе [13J. В качестве зада

чи ставится выявление условий, при которых

могут происходить определенные структурные

перестройки сооБLЦсства в результате увеличе

ния лимитирующего ресурса. Отличительная

чсрта модели -- учет регуляторного механизма

~еж- и внутривидовой конкуренции. Кинетика

перяичного круговорота описывается системой

расчеты ПОЛУЧИЛИ экспериментальное подтверж

дение.

где XI, X2"~ - концентрации двух видов фитопланк

тона и минерального вещества, выраженные в

единицах лимитирующего биогенного вещества;

111,112 - коэффициенты метаболизма; d], а2 - отно

сительные скорости отмирания водорослей; k 
скорость минерализации органического вещест

ва; M i - максимальная скорость фотосинтеза; Hj 

параметр насыщения; a i; - эмпирический коэф

фициент ингибирования i-ro вида j-M: Q - запас

биогенного вещества, участвующего в кругово

роте,

Предполагается, что все коэффициенты поло

жительны и выполняется необходимое условие

живучести (1 -11;)М, - d j > О, i = 1, 2.

Изучение вопроса об эволюции фитоплаик

тонного сообщества при изменении ресурса био

генного элемента, участвующего в круговороте,

даст три варианта зависимости стационарных

концентраций двух сосуществующих видов фито

планктона от запаса ресурса (условие устойчиво

го сосуществования двух видов считается выпол

ненным):

J) первый вид с самого начала захватывает ли

дерство и удерживает его В системе неэависимо от

количества питательного вещества (рис, 7а);

2) с ростом величины Q ситуация становится

более благоприятной для второго вида, происхо

дит смена помииировавив (рис. 76);
3) первый ВИД, лучше приспособленный к ми

неральному субстрату, может полностью быть
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Рис. 7. Варианты эволюции фитопланклоиного сообщества: лидсрство г] С самого вача,1(1. иезависимо от количества

питательного вещества (11), смена ломинироввния (б) 11 ньггесвенве (ВОЗМОЖНО полное) вида XI' .чучше приспособлен

ного к минеральномусубстрату.более агрессивным.110 иужлающимся В значитслып.гх количествах биогенных сосни

нсний видом Х2 (в).

зие структурных перестроек. СОПУТСТВУЮЩИХ

процессам эвтрофирования";

2) "возможный путь сукцсссии фитопланктон

ного сообщества определяется не только эколо

гическими особенностями отдельных ВИДОВ, по и

интенсивностью протекания совокупности дест

рукционных процессов в ходе круговорота орга

нического вещества, характеризуемой парамет

ром k",
Видовой состав и сезонная сукцессия фито

планктона изучалась в работе [411 на примере со

общества, состоящего из восьми видов водорос

лей. Клетки культуры, находягциеся в фазе экспо

ненциального роста, засевали в среду и наблюдали

за их развитием при различных комбинациях тем

пературы и освещенности. Полученные в экспе

риментах данные позволили разработатъ модель.

в которой учитываются данные о пищевых ресур-

сах, температуре, освещенности, самозатонении.

уровне ассимиляции и внутриклеточном наКОП.1е

нии питательных веществ.

Для описания изменений в популяции исвояь

зуют максимальные значения параметров роста

~., зависящие от коэффициентов торможсния

развития культур в случае иеоптимальных усло

вий - температуры (7), освещенность(/) и нали

чия элементов питания (N. Р, Si)

11 '= Ji*Redl*RedT*RedN*RedP*RedSi.

Здесь Redi - обозначает степень замеД.1СПИЯ рос

та под влиянием переменной [. а символ ,,*', озна
чает комбинирование различных лимитирующих

факторов, которое не обязательно осуществляет

ся путем перемножения. Наличие параметра освс

щения позволяет в веявной форме учитывать уро-

где

щес

к-,
вещ

оста

щей

К

(q'h)
ИИЯ

где с

личе

лива

элем

ние r
МИН!'
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j ()
P-U, Т)* q - lrrua ,, ,

Чnk1К - qmio

еень метаболизма углерода (фотосинтез, дыха

ние). Для выраженияоптимальногоуровня роста.

зависящего от освещенности.применяют уравне

ние Стила

)."1 al"I P -1"12XIX2,

"2 a2X2P-'t21Х1Х2-УХ2::'.

i = yx:.z-а.,Z-(JlzМ,

р = ~P-/3[XIP-/32X2P,

М = ~M - <12zM ,

ке ; Ксn.,; - константы, рассчитываемые для каждо
го элемента.

Согласно результатам исследования, содержа

ние хлорофилла (цеп) В зависимости 0'1" запасов

азота (qN) или фосфора (цР). описывается законом
типа

Проверали пригодность модели для долго

срочного прогнозирования. В результате сравне

ния данных. полученных в экспериментах и пред

сказанных моделью, было обнаружено хорошее

совпадение при описании следующих явлений:

быстрое логлощение питательных веществ; по
глощенве света и запасание питательных ве

ществ; дифференциальный рост Относительного

уровня ассимиляции; торможение роста в резуль

тате самозатемпения; снижение содержания хло

рофилла в случаях крайнего ограничения в пита

нии; сукцессия видов без учета ауто- и итероапго

гопизма.

Применсние математических моделей с ис

пользованием дифференциальных уравнений

возможно для описания такого явления. как "цве

тение" воды. На основе уравнений Вольтерра

авторами [15] было предложено объяснение ме

ханизма этого явления. Рассматривали три груп

ПЫ популяций С'обычные", синезеленые водорос

ли и зоопланктон). взаимодействие которых опи

сывается системой

где Х1• Х2 - концентрации "обычных" и синезеле

ных водорослей; ::: - концентрация зоопланктона;

а l и IXZ - коэффициенты экспонснциального роста

водорослей, прямо пропорциональные коицентра

ции фосфора Р; аз - коэффициент экспоненциаль

ного вымирания зоопланктона, причем количество

погибшего зоопланктона (за исключением случаев

естественной смертности) прямопропорциональио

концентрации зоопланктона и концентрации тя

желых металлов М; 1"12 И 1"21 - коэффициенты

межвидовой конкуренции; у- коэффициент пере
работки биомассы синезеленых водорослей в био

массу зоопланктона; ~p и ~M- ПОстоянное количе

ство поступающего в воду фосфора и тяжелых

металлов в единицу времени: 131, /32' о, И (J2 - коэф

фициенты пропорциональности скоростей изме-

{

С"_ j }сп _ . ,·1,.'; j i * Q"'''K
q - mш q"'in + (q - Цшiп). .

j=N,P qJ+K _
,,11. j

а =

{'п, j
сп,; (.! j)* Чmа",

::; qmin + Ч - qmjn.i •
q + K ch. }

cl1
q

Jl(l, Т) = ЩТ)*а*ехр(а*l),
I

(,pt( т)'

Ослабление освещенности ([,.) в результате са
мозатенения рассчитывают, исходя из закона Бе

ра-Ламберта

,
I = /i*exp(k*D"pl)'

гдс k - константа, определяемая геометрически
~1И параметрами изучаемой культуры, Dop, - сум

ма относительных оптических плотностен, созда

ваемых клетками каждого вида водорослей.

Снижение скорости роста при обеднении сре
ды описывают выражением

где (/ qlruп и q:пm.. - внутриклеточное содержание
питательного элемента) в момент времени I и ми

нимальное и максимальное количество этого ве

щества, при котором рост лрекращается, соот

ветственно.

Скорость ассимиляции питательных веществ

зависит от концентрации в среде sj элемента)и от

внутриклеточныхзапасов

ds,i/dt = _y.i*x, ац}/а! = y}-Il*qi,

где у} - скорость ассимиляции питательных ве

ществ; {Т
,;

- максимальная скорость ассимиляции;
К; - константа полунасыщения j-M питательным

веществом; х - число клеток; IJ- - скорость роста;

остальные обозначения те же. что и 13 предыду

щей формуле.

Количество хлорофилла в единичной клетке

(tjCI1) связано с внутриклеточными запасами пита
ния элемента) соотношением

"~) ~.,; .
где Q",i" • Qгм, - минимальное и максимальное ко-

личества хлорофилла, при которых рост остапав

ливается. в случае недостаточности пищевого

элемента j; q/, Q:l1i" - внутриклеточное содержа

ние питательного элементаj в момент времени I и
минимальное количество этого вещества в клет-

IЯ рос

,озна
ющих

В,1ЯСТ
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ъ уро-
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леи
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где Е, =-а, + с,5о , Z', = С;50' i = 1.2.

В. Вольторра показал, что независимо от на-

" ечальных величин ХI и Х2 при t ----- с>о выигрывает

вид с наибольшимзначениемЕ/ Z'" а численность

другого вида стремится к нулевой величине. Если

же E[1C 1 = Ec./Z'2 = А, то существует целая прямая

Конкурентное исключение

ltЛ/l усmОЙ'luвое сосущесmвовшщс?

Начиная с работ [1 0,45. 50] биологи и вслед за

ними создатели математических моделей обсуж

дают проблему - сколько видов может существо

вать на общих ресурсах. Принцип конкурентного

исключения ведет свое начало с работы В. Воль

терра [651, в которой исследовалась система

обыкновенных дифференциальных уравнении,

описывающих конкуренцию двух видов за один

ресурс

где Х! - плотности вида i; s - количество ресурса;

d;-110казатели смертности видов в отсутствие ре

сурса; '\"0 - начальное количество ресурса; поло

жительные константы С, и ь.: i = 1.2 херактеризу

ют эффективностьиспользованияресурса. Кро

ме того, предполагаетсявыполненнымусловие

-а! + c,~'f» О. i = 1,2. в соответствиис которымпри
низких плотностях видов они растут за счет ис

пользования ресурса. После подстановки выра

жения для s в первые два уравнения системы (8)
последняя принимает вид

н

[
-1

1

Е

к

Е

б

р

у

}

-,

к

[

г

с

=

и

Н,

ВJ

С[

Ю

С,

ц<

а,

положений равновесия I)JXI + Ь2Х2 =л. но этот слу

чаи также трактуется как очень маловероятный в

реальности. Кроме того, в последнем случае ни

одна из точек равновесия не будет асимптотичес

ки устойчивой, 'ПО обычно требуется для биоло

гических моделей. Модель (8)-{9) легко обобша

ется на случай, когда Н/ видов конкурируют за

единственный ресурс. И в этой ситуации выигры

вает вид с наибольшим значением Е/ (\. Таким 06
рюом, В. Вольтерра был сделан вывод о том, что

при конкуренции 11видов за единственный ресурс,

независимо от начальной численности видов, вы

живает лишь один вид.

Лабораторная проверка модели Вопьтерра

была проведена в сериях опытов Гауэе [10,451 на

двух видах одноклеточных, которые конкуряро

вали за один ресурс. Подробно проанализировав

эти опыты [7.32], можно сделать вывод, что дале

ко не во всех опытах Гаузе получено подтвержде

ние выживания одного вида на одном ресурсе, а

количественноесогласие его результатовс реше

нием системы уравнений (9) вообще практически

нигде не было получено. Стоит отметить, что со

временное осмысление работ Гаузе приводит к

выводу О принципиальной невозможности ис

пользовать уравнения вида Х, =.f(XI ..... Х,,). i = 1,
.... I-Р дЛЯ описания динамики численностейвзаи

модействующихВИДОВ [30. 31]. Однако результа

ты опытов Гаузе были проинтерпретированы та

ким образом. что положение о том. ЧТО число НС

ограниченно жиеуишх вместе видов не может

превышать чисяо ресурсов. ограничиваюших I/Х

существование, стало практически аксиомой и

получило название "принципа конкурентного ис

ключения", или "принципа Гауэе".

Авторы очень большого числа исследований

конкуренции в естественных ус..'lовиях считают

результаты своих работ подтверждением принци

па конкурентного исключепия (см.. например,

ссылки в работе [55]). Однако почти все эти под

тверждения носят косвенныи характер. Напри

мер. автор [57] изучал пять видов певчих птиц. ко

торые принадлежат к одному и тому же роду и.

следоватсяьно. очень близки в своих потребнос

тях. В месте их обитания они ограничены. в об

щем-то. только питанием и в некогорой степени

пространст1ЗОМ. Автор показал. '1'1'0 каждый ВИД

занимает свой "уровень" леса, и расценил этот

факт как подтверждение принципа Гаузе.

Опытное проявление принципа копкурентного

исключения, как правило. наблюдается в экспери

ментах по проточному культивированию сооб

ществ одноклеточных организмов. а матемагичес

кие модели, описывающие подобные ситуации,

предсказывают строгое выполнение указанного

принципа. Многочисленные опыты по непрерыв

ному культивированию \{' видов организмов на

одном ограничивающем рост ресурсе демонетри-

(9)

(8)

t
.i 1 = x l (- d l + c ls),

'\:2 = х2 ( -а2 + c 2s),

S = S()( 1 - lJ1X[ - Ь2Х2),

{
Х 1 = X1(E[-t:1(b1xl +Ь2."( 2 ) ) '

·\:2 = X2(E2-i-'2(Ь j ХI +Ь2 х2 ) ) ,

нения биогенов и тяжелых металлов. Предпола-

{
О, т < Те

галось. ЧТО а2 = > Температура опредс-
аlj, Т _ то.

ляется н каждой точке водоема по уравнению

линейной регрессии. Авторами работы были ис

следованы стационарные решения данной систе

мы, построены графики зависимостей -'2(1), ::(1),
M(t) при двух наборах коэффициентов. Описан

возможный механизм возникновения пиков на

графиках с точки зрения взаимодействиясинеэе

леных водорослей и зоопланктона. Предложен

пая авторамимодельможет служитьосновойдля

более детальнойимитационноймодели эвгрофи

рования равнинноговодохранилища.
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где Х;- плотность i-ro вида; l1;(sl. "., -""') - удельная

скорость роста; D - скорость протока; .s~ . si - кон

центрации j-ro ресурса на входе и в среде; член

(/k/k;(sl, ...• .s"')Xk определяет скорость выработки

} = 1,m,

или поглощсния)-говещества k-M видом. Доказа

но, что возможное число стационарно сосущест

вующих видов не прсвышает числа контролиру

ющих рост независимых факторов, определяе

мых плогностями этих видов (,t' S т). Данное

утверждение верно и для сметанной культуры, в

которой существует предельный цикл (устойчи

ВЫЙ иди нет) с периодом Т, е учетом предположе

ния о линейности функций ).1;(~.I, "" х'") и.fkj(sl, ....

SnJ). При рассмотрении вместо второго уравнения

системы (11) более общего

.',)(/) = D(sb- si ) +

+ L ttkJki(.sl, ... , S'")Xk'
/, = 1

'т в' k+ ЧJi(.s •... , я ; X1, •.• , Х",; •... , в )+

"запрет" на избыточное число сосуществующих

видов сохраняется (в этом уравнении В', ... , Bk 

концентрации факторов, В.1ИЯЮЩИХ на динамику

j~ro фактора, но не влияющих на динамику видов;

функции ЧJ; отражают влияние на динамику кон

центраций' )-го фактора химических реакций

между факторами, деградации этого фактора, его

синтеза через некоторые другие промежуточные

вещества 81, .,', Bk И иных подобных явлений).

Другая частная формулировка принципа кои

курентного исключения была предложена Бого

любовым [8]. Автором рассмотрена модель

{
Х; = (J.!;(Sl, ...•.Sm)_p,)X i , i = I.IФ',

S' = лj-Djsi - L<PU(SI, .. ,SIll)Xi • ) 1,m,

где х, - плотность популяции вида i; ,,! -чглотностъ

ресурса); /1;(.\) и Р. - удельная скорость роста и

элиминации популяции i: N и О! - скорость по

ступления и удельная скорость удаления или рас

пада ресурса j: <P/i(S) - удельная скорость потреб

ления ресурса) видом i. Если 1) виды конкуриру

ют и только конкурируют друг с другом; 2) ни

один вид не производит ингибиторов или стиму

ляторов своего роста и возобновления; 3) удель

ные скорости роста видов не зависят от плотнос

той популяций; 4) удельные скорости элиминации

популяций пе зависят от их плотностей; 5) скоро
сти поступления ресурсов - постоянные положи

тельные величины; 6) все ресурсы не взаимодей

ствуют друг с другом; 7) физические условия ок

ружающей срецы постоянны во времени и не

выходят за пределы толерантных диапазонов

конкурирующих видов; 8) скорости поступления

ресурсов таковы, что рост и возобновление всех

конкурирующих видов лимитируются единствен

ным и общим для всех трофическим ресурсом,

(10)

(11 )

} = 1, т,

1. , .. , Н·'.

i = 1, Н',

" -,,11; X;S
D(so~·\")-~---.

YiK, +.\
i = 1

( , "' 1[~; s, ... ,!>" )-D X i •

.,

"
(

) j , . 1 nJ

D .1'0-'\')+ ~ak;1k;(S' ... ,!>" )Xk•
k = 1

руют выживание лигпь одного ИЗ ВИДОВ, а именно,

того, который способен существовать на самом

низком уровне ресурса (см., например, [63] и соот

ветствующиессылки), АдекватнаямодельДЛЯ та

кой ситуации основана на модели МОНО и имеет

вид [49]:

х, = (~- D)X"
K,+s

с начальнымиусловиямиs(O) ="О > О, х;(О) =хiO > О,

i = 1, Н', Н'::'::: 1. Здесь Х; - концентрация э-го вида;

.1' -- КOIщентрация субстрата, лимитирующего

рост: ~; обозначает максимально возможную

удельную скорость роста организмов i-ro вида;

У• - "экономический коэффипиеит" з-го вида; SII 

концентрация субстрата во внешнем резервуаре;

D - скорость протока; К; - константа половинно

го роста i-ro вида.

Результаты исследования (10) следующие:

l) решения X,.(t), "И, i = 1, ... , 1-1-' - положитель

иые и ограниченные;

2) пусть Ь; = ь.ю. тогда, если а) Ь; s 1 или

б)(КjЬ;-1»sо(приЬ;> 1).'1'0 1imx;(t)=O;

К[ К,е" Ь .
3) пусть О < -ь-- < < -- -> 1 1 - 1 IФ'

J - 1 ... Ь,... - l' I ,-,

К 1 к ,
И -- < '\"0' тогда 1iшs(t) !iШХI(t)

[)I-1 ,---;~ bl-I'I-"~

= Y1(,\'0 - ь
К

, 1)' lim Х; (t) = О, 2 s i s и-.
,- ,----?'"

Таким образом, в этой модели имеет место

классическая ситуация конкурентного исключе

ния.

В работах [11,12] рассмотренамодель роста w
видов в открытой системс типа хемостата. удель

иая скорость каждого вида зависит от т факторов

среды, которые, в свою очсрець, находятся под

контролем плотносгей указанных видов. Такая

модель описывается уравнениями

[,' =

1~' =

п-слу
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р

тогда ИХ сосуществование невозможно, и из всего

первоначальиого сообщества выживает не более

одного вида. Ослабление некоторых ИЗ этих усло

ВИЙ ПрИВОДИ'Г К отрицанию принпипа конкурент

ного исключения.

Согласно принципу конкурентного исключс

НИЯ, количество сосушествующих ВИДОВ не может

превышатъ количества факторов. лимитирую

ЩИХ ИХ рост. Однако в природе наблюдаются си

туации, противоречащие этому принпипу. I3 част

ности, явление сосуществования большого числа

видов фитопланктона было названо "царапоксом

фитопланктона". Этот термин впервые употре

бил Хатчинсон [50], выдвинувший предположе

ние о ТОМ. ЧТО иебольшие различия в температур

ных нишах и прочих факторах среды ПРИБОДЯТ к

чередованию периодов Доминирования различ

ных видов фитопланктона Б персменных внсш

них условиях (13]. Было выдвинуто много гипо

тез, объясняющих иаблюдаемос противорсчие.

которые можно разделить на две группы - равно

весные инеравновесные модели [47]. В нсравпо

весных моделях фактором, вызывающим наруше

ние принцила конкурентного исключения. являет

ся временная и прострапсгвениая иеодноропностъ.

Временные нсоднородности создаются благодаря

внутренним взаимодействиям межлу компонента

ми экосистемы при постоянных внешних харак

теристиках среды, например. колебательное

функционирование, присущее взаимодействию

"хищник-жертва" или происходящее благодаря

флуктуациям внешних по отношению к экосистс

ме параметров. например, сезонные колебания

обеспеченности ресурсами, температуры и др. (1].
Примером может служить модель Ф.Н. Стюарта

и Б.Р. Левина, описанная в работе [12]. В модели

рассмотрена конкуренция двух видов. лимитиро

ванных одним ресурсом, растущих в режиме пе

риодического уменьшения численности в d раз и

восстановления ресурса до концентрации R,

.~ = -Х]!-ЦS),

~,(.,)
Х 1 = XI-/-',

где s - доступное количество ресурса: Х!, Х2 - чис

ленности видов; 1], 12 - коэффициенты потребле

ния; 111(5), ll2(s) - удельные скорости роста; оь h j 

кинетические параметры. Получены условия со

существования двух видов и показано, что быва

ют такие наборы кинетических параметров и дру

ГИХ постоянных (d, R, ll, '2), при которыхэти усло

вия выполняются.

в общем случае была предложспи модель со

существованиялюбогочисла конкурирующихви

дов на одном ресурсе в пестационарнойпростран

ственной среде. Авторы этой молели Армстронг

и МакГсчи рассматривалии- видов. динамика ко

торых описываетсясистемой [121:

{
Х; = Xilli(S, О, I = 1, \.\',

'"
S = 5 ша, - LЧjХi'

,= 1

где Х, - биомасса вида i: функция Ili отражаетосо

бенности роста вида i: SП1i1.' - максимальное коли

чество ресурса, которое может быть исттользова

но видами; qj - количество вещества. потребляе

мое видом i.

Предполагается, "то каждый вид имеет сезо

ны роста, отличные от других. Вне этого сезона

каждый вид достаточно быстро "гибнет", так что

ростовой сезон "следующего" вида наступает при

достатке корма я, т.е. виды слабо взаимодейству

ют друг с другом, практически не конкурируя. Ре

зулы·ат исследования данной модели - возмож

ность динамического сосуществования 11' видов на

одном ресурсе.

Важно отметить, что для сосуществования ви

дов в переменных условиях для каждого вида не

обходим временной интервал, на котором этот

ВИД имест конкурентное преимущество перед ос

тальными. Это замечание позволяет утверждать

об устойчивом сосуществовании стольких видов,

ДЛЯ скольких возможна реализация преимущест

ва перед другими видами, причем формулировка

принцила конкурентного исключения будет част

ным случаем данного утверждения [Г].

Свой вклад в сосуществование видов вносит и

пространствеиная неоднородвостъ. В частности.

при рассмотрении двух внутренне гомогепиых хе

мостатов, связанных обменными потоками, в ко

торых две конкурирующие популяции лимитиро

ваны общим потоком субстрата, было показано.

что воэможпо сосуществование, но при относи

тельно малом уровне обменных потоков [1].

С целью объяснения одновремсиво эффектов

видового разнообразия и "пятнистости" фито

планктона была выдвинута гипотеза. ироверен

ная на математической модспи. основанной па

предположении, что хорошо персмешиваемая во

да существует в естественных условиях в течение

коротких периодов в небояьших "пятнах", каж

дое их которых характеризуется одновидовым

цветсиисм планктона. Периодически благодаря

турбулентности. "пятна" разбиваются. Так созда

ется планктонный ансамбль [131.

В качестве примера равновесной модели мож

но рассмотреть модель Р. Пстерсена [47]. В рам-
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1

Стационарные численности положительны,

если:

, у,

м = l1/:]'

-"

11

К"

111

~~-xi(l- 1[1..1).
111 I1r d,

III 1[11...

111 I1I{[З'

К?l

,
Х2 = ·~o

,,

К"

1) ~ ' ~, () ~, ~, о "- - - > и - - - < • т.е. первыи вид
(1] ll" 1[1 п2

имеет более высокие продукционные характери

стики. но воздействие метаболита более благо

приятно для второго вида;

111).12 111 11-" О2) -d - - < о и - - - > , Т.е. коэффициент
1 d 2 Л, л :'.

приспособленности выше у второго вида, но ме

таболит оказывает на него более сильное ингиби

рующее (или более слабое стимулирующее) вли

яние, чем на первый.

Исследование устойчивости состояния равно

весия показывает, что ситуация (1) дает стабиль

ное сосуществованиевидов. Это Состояниереали

зусгся, если величина параметра 1[2 не слишком

велика. Модель легко обобщаетсяна случай про

иэвольного числа видов фитопланктона, конку

рирующих за единственныйресурс, причем мож

но доказать. что для устойчивого сосуществова-

Рис. 8. Возможные [1СХО;\Ы копкурснции в модели

Р. Пегсрссна [471· I - выигрывает вид Х2' 11 -Xr. ш
сосущсствоваиис ВИДОВ. Обозначения см, В тексте.

стимулирующее воздействие. 1[; < о - ингибирую

щее).

Система имеет невырожденное состояние рав

новесия

Х] X](I1,s-d, +1[]М).

х:>. x2(112s - ti? + 1[2М)'

.~ = ~X10.t1·\'-dl)-X2(I1"S-tl")-M(1[IXI +1[".1."2),

М = YXI-dзМ.

ках его гипотезы предполагаются выполненными

условия:

1) некоторые питательные вещества относи

тельно ограничены;

2) рост каждого вида лимитируется единствен

ным ресурсом или уникальной комбинацией не

скольких:

3) различные виды обладают различными спо

собностями поглощатъ питательные вещества.

Ключевой элемент модели Р. Петерсена - су

ществование равновесной ковцентрации лимити-

R* а,к;
рующего питательного всщества ij = ~d . а

).1; - ;

именно, количества вещества э, нсобходимого для

вида i, чтобы его скорость роста равнялась скоро

сти отмирания; здесь 11; - максимальная скорость

роста i-ro вида; КU - константа полунасыщения

для вида i, лимитируемого веществом j; а; -- ско

рость смерти i-ro вида. В условиях равновесия ви

ды с наименьшим значением равновесной кон

центрации питательного вещества R* вытеснят

другие виды. Для двух конкурирующих видов

предлагается графическое представление воз

можных исходов конкуренции (рис. 8). Границы
областей на рис. 8 определяются потреблением

видами питательных веществ 5' и S2. Поскольку В

обоих видах моделей имеются условия, при кото

рых возможно сосуществование конкурирующих

видов, было предположено, что модель, исполь

зующая элементы и того, и другого подходов,

окажется более подходящей для объяснения "па

радокса фитопланктона" [47J.
В книге [13] приведена модсль, с помощью ко

торой можно объяснить явление "парадокса фи

топланктона" на основе экспериментальных на

блюдений метаболитного механизма регуляции

численносгей популяций планктонных водорос

лей. Динамика двух фитопланктонных популяций

с учетом механизма метаболигного регулирова

ния описывается системой уравнений

где 111. 112 - удельные скорости роста первого и

второго видов; dl , d2 - коэффициенты смертнос

ти, у-коэффициент экскреции метаболитам фи

топланктоном, а,] - скорость разложения метабо

лита. Полагается, что влияние концентрации ме

таболита на рост фитопланктона описывается

линейной зависимостью с параметрами 1[] и 1[2 для

первого и второго видов. Знак параметра 1[; отра

жает характер воздействия метаболита (11:; > О -
и мож
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ния 11" ВИДОВ достаточно Набора из (М) . . .., M,,_l)
метаболитов.

С помощьючисленныхметодовбыло проведе

но сопоставление приведеиной выше модели с

яналогичной.но не учитывающейметаболитнОГО

воздействИЯ.Результатсвидетельствует.что с по

"мощью гипотезыо наличииу Фитоп.1анктонаме

ханизма эктокринного регулирования можно

объяснить парадокс виДОВОГО разнообразия фи
топланктона. Так, устойчивое сосуществование

любого числа ВИДОВ, конкурирующихза спиист

венный ресурс. наБЛЮ)1аетсяв случае, когда про

иСХОДИТ экскрециястимулирующихметаболитов

высокопродуктивнымивидами, а также при вы

делении метаболита, стимулирующегорост дру

ГИХ видов популяциейфитопланктонас более вы

сокой приведеннойскоростьюроста.

С принциломконкурентногоисключения Гау

'je тесно связана концепцияэкологическойниши.
Существуетнесколькосовершенноразных опре

делений данного понятия. В книге [2Н I описан
компромиссный вариант, допускающий возмож

ность формализации. Пусть ресурс. гютребляе
мый биологическими видами. характеризуется

параметром ь, а количество доступного для по

требления ресурса с данными характеристиками

определяется некогорой функцией К(5). Тогда
множество значений s с заданной на нем функци
ей К(5) называется спектром ресурса. Экологиче

ская ниша вида определяется точкой 511 на спектре

ресурса и заданной функцией потребления ресур

са данным видом (вероятностным распределени

ем плотности f(s) со средним значением so И ко

нечной дисперсией 0'2). Конкуренция.связаннаяс
перекрываниемэкологическихниш конкурирую

щих видов, являетсярезультатомпересеченияоб
ластей определения соответствующих функций
потребления/;(5) в спектре ресурса (индекс i ну
мерует виды). Авторами был получен критерии
стабильности конкурентного сообщества: выпол

нение условия существования положительного

равновесия, т.е. положительного решения линей

ной системы

Ах = К. К = (K j , ••• , K~,) > О.

где К; =Jк (S),t;(5)tlS - общее количество ресурса,

иотребленного i-M видом; А = IIUijll, аи

=J.f;(s1fj(5)ds - коэффициент конкуренции меж

ду i-M иj-м видом, пропорциональпый полной ве
роятности столкновения потребительских ин-гс

ресов данной пары видов в ОДНОЙ и той же точке
спектра и характеризующий степень перекрыва

ния экологических ниш; Х = (X 1, ••. , Х",) - численно

сти видов; Н' - число видов сообщества.

В начале 80-х годов ХХ века появилась иная

точка зрения на проблему конкурентного исклю-

чения. Так, авторы некоторых работ (например,

[37, 38, 46), подробно проанализиропавряд слу

чаев сосуществования,показали,что существуют

примсры, где традиционные"простые" объясне
ния отсутствия конкурентного исключения не

проходят, а объяснения, сделанные в рамках

принцила Гауэе. настолько сложны и громоздки,

что очень маловероятно,чтобы они имели какое

то отношение к реальности.В связи с этим Бирч
[37] пишет, что "в естественных популяциях, в

противоположность гипотетическим, ИСК.1юче

ние одного вида другим естъ лишъ экстремальный
случай в широком пиапазовс эффектов воздейст

вия одного вила на другой, простирающемся от

нолевого воздействия до полного исключения".
Боэр l38] выдвигает альтернативный "принцип

сосуществования", как обобщение многочислен

ных эмпирических данных.

Таким образом, можно заключить, что прин

цип конкурентного исключения. В соответствиИ с

которым число пеограничеиио живущих ВИДОВ не

может превышатъ число ресурсов, ограничиваю

щих их существование. есть лишь далеко идущее

теоретическое обобщение результатов, нолучен

ных при исследовании модели очень специального

вида. Поэтому этот принцип нужно рассматривать

как некоторое правило. применимое к достаточно

узкому кругу ситуаций. но не как действующую

всюду аксиому.

"Графическая" теория .иежвuдовоЙ борьбы

Вопросами конкурентной борьбы за средства

существования и изучением структуры сообщест

ва занимался Тилман [63]. В своей монографии он
изложил "графическую" теорию межвидовой

борьбы, в рамках которой аналитическое иссле

дование систем дифференциальных и алгебраи

ческих уравнений эамеисно геометрической ин

терпретацией.

Ключевое понятие теории д. Типманн - сред

ство существования, которым считается любое
вещество или фактор, приводящий к ускорению

роста по мере увеличения его количества в окру

жающей среде, и который потребляется органиэ

мом. В случае, когда какой-то вид потенциально

лимитируется не одним. а несколькими ресурса

ми, фактор будет считаться средством существо"

вания, когда имеется какой-то диапазон наличия

или доступности другого лимитирующего факто

ра, в котором первый удовлетворяет требовани
ям данного выше определения. Как следствие 
возможность классифицирования средств суще

ствования на основе характера взаимодействия
различных факторов, определяющих скорость

роста какого-либо вида.

В основе классификации - общие уравнения.

которые 110К3'3ывают. как средства существова-
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ния влияют на рост популяции и как потребители

влияют па количества средств существования

) 1,m,

где X i - плотность популяции вида i; si - запасы

средства существования j; (li - показатель смерт

ности вида i; j;. - функция. описывающая зависи

мость скорости размпожепия (в расчете на одну

особь) от количества средства существования; g} 
функция, характеризующая скорость поступле

ния средства существования [; hij --- функция, опи

сывающая количество средства j, требующееся

для создания каждой новой особи вида i; всего I'\.-'

видов конкурируют за т средств существования.

В этих уравнениях помимо очевидных (непрс

рывное размножение, гомогенность популяций и

мест обитания и др.) сделан ряд важных допуще

ний: разные виды взаимодействуют между собой

только через пользование средствами существо

вания; между средствами существования нет ни

какого взаимодействия.

Д. Тилман выделяет восемь классов, охватыва

ющих все основные формы реакций вида на два

лимитирующих средства существования. Для де

монстрации потребностей отдельных видов в

этих средствах применяются "изоклины рост 
средства существования", отражающие все ком

бинации наличных средств существования, по ко

торым у данного вида имеется заданная удельная

скорость роста (l.-..)цlt.

На рис. 9а-а изображены различные формы,

принимаемые изоклинами роста в предположе

нии. что данный вид обитает в местности, где от

сутствует смертность. г.е. di :::: О. Группа рисунков

(а)--{г) представляет взаимозаменяемые ресурсы.

г.е. каждый иэ них способен поддерживать раз

множение при отсутствии второго (на графиках

зто отражается пересечением изоклин с осями

координат). Представленные изоклины роста 
один из главных инструментов графического под

хода.

Большая частъ работы Д. Тилмана посвящена

вопросам, связанным с разработкой приложенив

его метода к теории равновесия в конкуренции за

два органических ресурса. Для прогнозирования

равновесного положения результата конкурен

ции необходимы четыре элемента информации:

скорость роста каждого вида, смертность каждо

го вида, темпы восстанавливаемости ресурсов и

скорость потребления каждого ресурса каждым

из видов. Состояние равновесия наступает. когда

lример,
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j j" 1 "')/ I т),Ч (s ) - ~xJ,,(.~ , ... ,.~ lij(S' .•• , г: ,

i = I

СКОРОСТ/, роста равна смертности, а показа-гель

восстанавливаемости ресурса равен показателю

общего потребления для каждого ресурса. Поло

вину информации, требующейся для определения

положения равновесия, ~10ЖНО получить с помо

ЩЬЮ изоклины скорости роста. на которой вели

чина покаэатсля скорости р(к,а для каждого вида

уравнивается с величиной показа-геля смертности

для этого вида (так называемая ИЗОК.1ина полного

отсутствия роста). Изоклина полного отсутствия

роста раздсляст плоскость ресурсов! 81,82 J на две

части, в одной ИЗ которых плотность популяции

вида будет уменыпалъся, а в другой - увеличи

ваться. На рис. 10а-г представлены изоклины

полного отсутствия роста.

Показа-гель потребления ресурсов может

-э

быть представлен вектором потребления C i , ко-

торый берет свое начало из точки на изоклины

полного отсутствия роста и является суммой двух

компонентов - темпов общего потребления ви-

~ [с jдом ресурсов 51 и 82 С. :::: -Х; ','1 • Здесь СП - пока-

(;2

затель темпов потребления ресурса 81 в расчете

на одного представителя '-го вида при равновес

ном состоянии; сп - показатель темпов потребле

ния ресурсов 82, взятый на одного предсгавителя

вида i при равновесном состоянии; х; - плот

ность вида i при равновесном состоянии.

Восстанавливаемостъ ресурсов представляет-

->
ся вектором и, складывающимся из темпов вос-

станавливаемости ресурсов 51 и 82. Пусть 5) - ко

личество ресурса j, которое может существовать

в месте обитания при отсутствии потребления,

тогда, предположив, что темпы восстанавливаемо

сти ресурса пропорциональны величине (5i - s}).
т.е. dsi/dt :::: ai(Si - si), можно определить вектор

-> [.1" ,]восстанавливаемости ресурсов U :::: а ~ - 8 (по-
S~-/

сгоянные темпов восстановления а) считаются

равными а для всех ресурсов) (рис. 11).

Теперь известна вся необходимая информация

для определения равновесного состояния. Из всех

точек на изоклине полного отсутствия роста суще

ствует только одна, в которой вектор потребления

ресурса будет иметь направление, противополож

ное направлению вектора восстанавливаемости

ресурса. Эта точка и будет точкой равновесного

состояния (рис. 12).

В случае конкуренции за два ресурса возмож

ны четыре качесгвенно различных случая равно

весного состояния, которые проиллюстрированы

с использованием изоклины полного отсутствия
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Рис. 9. Изоклины роста организмов, потрсбляюших различные типы средств существования. sj - запасы средств су
ществования 11данной местности.м _ полностыо взаимозаМСШIt':МЫС ресурсы (0)\11() средство можно заменить 111"01101"
циоиальным количсс'шом цругого): (/ - компиемснтариыс средства существования (при оииоврсмсииом потреблении
обоих ресурсов НИДУ требуется меньшее количество средств. чем при их иотреблсиии по отдельности}; в - антагоиис
тическис средств" существовании (ВИД потребляет пдновременио оба срсдсгва существования, и для сохраиепия задаи

ноЙ скорости роста сму -гребустся проиорциоиально больше ресурсов. чем при их потреблении по отпсльности}; г 
ПОЛIЮСТЬЮ антагопмстичсские (осрекяючаюшисся) срсдсгва (вид потрсбляст либо одно средство сущсс-пюпания, Л11

60 второе, но не обаЩlновременно); д-полностью печамеввмые сродства сущсс-пшвания (вив лимитирован опиим или
вторым срспсгвом, И полвосгъю отсутствует взаимоэаменисмость мсжлу этими средствами): е - вэаимопейсз-вуюшис

иеэамспимые средства (есть зшгы количеств обоих срсясгв. 11 которых одно средство может частично замевить )(ру

,0<:): ж _ иолунсзаменимые средства сушествоваиия (одно совершенно необходимо )(.1111 роста (и:юклина пересскае-г
ось соотиетствукицую этому ресурсу). а второе может отчасти заменить первое (изоклина прохолит парал.иельно ОП1

этого срсдствап: з _ момсит умсныпения роста популяции IlрИ увеличении количества средств существования.
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роста для неэаменимых ресурсов на рис. 13а-г. В
первом случае (рис. lЗа) виду А требуется мень

шее количество обоих ресурсов для достижения

3

D
"

величины покаэателя роста, равной величине по

казателя смертности, чем виду В, Точки восстанав

ливаемости ресурсов. находящиеся в области 1.

ХЩ

во

ВИ,

на

до.

то

об

но

че:

де;

СО>

БУI

сп

кш

Во

ме

то'

СО<
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А
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Рис. 10. Об.'liiСПI увеличения (темная область) [1

умсиьшсния (светлая область) плотности популяции

uс.гсчае неэаменимого (а), дополии-гельниго (компле

меитариого) (6), заменимого (о) и черелующегося(г)

ресурсов.

"
с

Рис. 11. Изоклина ПОЛНОГО отсутствия роста 11 векто

ры восстанавливаемости ресурсов U )\.'111разных мест
06ИТ8Н\1Я А, ТЗ, С (с разной доступност-ью ресурсов)

и одной и той же точкой воссч-апон.иения ресурсов

(sl, S2),

личесгвах тот тип ресурсов, который в меньшей

степени ограничивает скорость его роста). Ре

зультаты конкуренции идентичны результатам

случая, представленного на рис. 136, за исключе

нием того. что в области 4* верх одерживает либо

вид А, либо вид П, в зависимости от начальных ус

ловий.

Границами между областями 3. 4, 5 являются

линии, проходящие через точку равновесного со

стояния и имеющие крутизну вектора потребле

ния вила А и вида В. Продемонстрировать этот

факт можно с помощью векторного уравнения

--7 -э -э -+
и + СЛ + СВ =О или, в раскрытом виде

УПРАВЛЕНИЕ РОСТОМ

И УРОЖАЕМ микювопоюслни

Поиск путей оптимизации структуры фито

планктонных сообществ и направленное измене

ние их структуры имеют как теоретическое (вы-

Для того, чтобы равновесные плотности x~ .

х; были больше О, необходимо выполнепие не-

С 2 н С'
А2 S -5- 82

равенства -,- <) 1* < -С .
(\1 S -5) 111

Используя описанный метод, результат конку

рентной борьбы можно описать для всех возмож

ных классов средств существования.

52

s'8

характеризуют места с недостаточным количест

вом ресурсов для выживания любого вида. оба

вида исчезнут. Места обитания с точкой восста

навливаемости из области 2 обладают ресурсами,

достаточными для выживания вида А. и недоста

точными для выживания вида В. В таком месте

обитания вид А достигнет устойчивого равновес

ного состояния плотности популяции, а вид В ис

чезнет. В области 3 ресурсов достаточно для раз

дельного существования обоих видов, однако при

совместном существовании плотность популяции А

будет увеличиваться до тех пор, пока точка вос

станавливаемости ресурсов не сместится на изо

клину полного отсутствия роста и вид В исчезнет.

Во втором случае (рис. 136) виды А и В меняются

местами. На рис. 13a представлен третий случай:

точка пересечения изоклин - точка равновесного

состояния обоих видов. обладающая локальной

устойчивостью (каждый из видов потребляет

большее количество того ресурса, который в

большей степени ограничивает его собственное

развитие), область 4 - сосуществование двух ви

дов; области 2, 3 - доминирование вида В; область

1 - вымирание обоих видов. В четвертом случае

(рис. 13г) точка пересечения - точка равновесно

го состояния. не обладает локальной усгойчивос

тью (каждый из видов потребляет в больших ко-

гчине по

эсстанав

бласги J,

ств су

роиор

)лtНИИ

ионис

задан

ги); l 
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Рис. 12. Примеры расположения точки равновесного

состоянии 110 отношению К ТО'!КС восстанавливаемос

ти ресурсов (SI, .'12) для неэвмеиимых (а), дополни
тельных (комплементарных) (6) и черелуюшихся (8)
ресурсов. ОбозпачепияСМ. в тексте.

-"

Рис. 13. Возможные исходы конкурентной борьбы

видои А 11 В за ресурсы sJ 11 s2; доминирование вида А
(а). Н (i!), спсущесгвовапие об(Н1Х видов (Н. г). Поясне

нии см, В тексте.

ПOl

мое

ся у

явление общих механизмов управления экосисте

мами), так и практическое значение. Изменение

качественного и количественного состава сооб

щества возможно в результате варьирования

уровня ресурсов. Экологофизические различия

видов в способности использовать тот или иной

ресурс ведут к различной конкурентоспособности

видов в определенных УСЛОВИЯХ. Тем самым изме

нение в доступности какого-либо ресурса будет

ВЛИЯТЬ на результат межвидовой конкуренции

[19].

Вопросы, связанные с управлением ростом и

урожаем водорослей в марикультуре. изучалась в

работе [29]. Рассматривали два основных способа

реализации процесса выращивания: периодичес

кий и непрерывный. Задача управления в периоди

ческой культуре сводится к определению концент

рации лимитирующего рост элемента в начальный

момент времени для получения необходимого

урожая. В непрерывной культуре задача управле

ния формулируется как нахождение оптималь

ных (по критерию производительности системы)

скорости протока D в случае хемостата и плотно

сти биомассы (концентрации .клеток) в случае

турбидостата.

Для отражения взаимосвязи между удельной

скоростью роста и внутриклеточным содержани

ем элемента питания применяли формулу Друпа

1.1 == м(! -q",;n1q),

зависимость скорости поглощения от концентра

ции элемента питания выражалась уравнением

Михаэлиса-Меитен

VS

V == К +s',

где v - максимальная скорость поглощения, s 
концентрация элемента питания, К, - константа

полунасыщения.

Рост водорослей в периодической культуре с

элементами минерального витания в качестве ли

митирующих факторов описывается уравнениями

1
·,=~~I-q~Jq)х.

(j -- v- j.1q.

,~ = -УХ,

где х - концентрация биомассы клеток; Ч - внут

риклеточное содержание элемента питания: ЦI1l;Н-

здес

тап

кон;

таЛI

скот

рию

разь

стан

2) а

4) а

и

ций,

торн

рук»

вани

моде
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, ~ в ~ , ~ в

,
А

'о q",",).1 v v Ч"'"' -qmiп

sg "1'1
В - А jlA ~ В В В

,
Чmахll М Чrrw.Х-ЦТТliл

минимальное содержание биогена в клетке, при

котором удельная скорость роста 11 равна нулю.

Оптимальное соотношение двух элементов по

критерию удельной скорости роста раэличасгся в

зависимости от стадии роста. В лаг-фазе это СООТ

ношение равно

"., Н' В модель включенытри уравнения; динами

ки биомассы и динамики внутриклеточногосо

держанияазота и фосфора, а ДЛЯ всего сообщест

ва - уравнения динамики концентраций азота и

фосфора в среде:

" ,
-р Чтах,i-qi Р

= V i Р f' К pXi'
qта>..i-qmiп,i j/'+

N N
-,;' qпш,.i-qi N
V i N N К, .+NX i '

q"шх, i - q",;". i ,]Ii

,
(I(CJi Х;)

dt

d(q:~Xj)

dt

л ~[J

Цщiпll
-В-:Л'

Чтiп).1
(').'1'0

s~ орl =

а на стационарной фазе

"

станты полунасыщения К":

1) К, "" О: D"pt = jla/2,

- Ld(Q,'x,jldt,
i'" j

'''' I

" ,>= - ~d(qi x;)ldt,
dP
ал

dN
,Zt

J 1+е;
Е j = - 1п -;-:-:-77--'--

А /ехр(-А) +е,

где x i - концентрация биомассы ;-го вида; ц;

клеточная квота в единице биомассы по фосфо-,
ру; ч, - клеточная квота в единице биомассы по

азоту; N, Р - концентрации азота и фосфора в сре

де; J..I. - максимальная удельная скорость вида;

-р -N
V i ' Vj - максимальные удельные скорости по-

глощения фосфора и азота j-M видом; q:,;".I'
[' ,\' N

Цт"" i, (j",i11.;' Чrnпх, i - минимальная и максимальная

клеточные квоты по фосфору и азоту соответст

венно; Kjl" K jN - константы полунасыщения по

фосфору и азоту для ;-го вида; ei - константа осве

щенности для .-го вида; /- уровеньосвещенности:

а - коэффициент поглощения света водой: Ь - ко

эффициент поглощения света фитопланктоном:

h - глубина. В данной модели учтено световое ли

митирование: эффект самоэатемнсния с нараста

нием биомассы и разная чувствительность видов

к освещенности. Лимитирование биогенными

элементами и светом независимы, что отражает

ся в .присутствии ответственного за световое ли

митирование члена в качестве сомножителя.

Были проведены анализ чувствительности мо

дели. калибровка и верификация. С целью поду

чения необходимых для калибровки и верифика

ции данных был поставлен эксперимент с лабора

торными альгоценозами из одного и нескольких

~( ~)Оор! =).1 1-~~ .

)ls!)
п~p= К, +SI);

1l'~1)
Dk p =---,

K,,+s()

К" '90:

4)a'91:

здесь D - скорость протока, So - концентрация пи

тательного вещества во входящем потоке, S 

концентрация питательного вещества в среде, ос

тальные обозначения сохранены. Критическая

скорость разбавления и оптимальная по крите

рию продукции скорость протока находились для

(jпшх
разных значений параметра а = и кон-

Ч"'", -ц

{
Х = ~(1 - ч"",,/ч)х,

q=V-)lq.

.~ = D(sl)-s)-).1qx,

Поведение популяции одноклеточных организ

мов при проточномкультивированииописывает

ся уравнениями

(') '"'\'1) = qmin = v" = Ч"''''
в я -В В'.," ч.; v q
""Р! 1"'11 """

- А - Н
здесь ~ ,).1 - максимальные удельные скорости

роста культуры при лимитировании веществами

~ 1\-. н

А и В, соответственно.При ц. =)l оптимальное

соотношениеэлементовне зависитот фазы роста

2)а,,= 1;

Исследование влияния различных концентра

ций азота и фосфора в ереде па структуру лабора

торного водорослевого сообщества, функциони

рующего в условиях накопительного культивиро

вания, было проведено в работе [19]. Согласно
модели Йоргенсена [14J. дЛЯ каждого вида i, i = 1,

ШЯ,.I' 

ктанта

~eHTpa

неинем

рьбы

.1аад

ясие-

-'

ьтуре с

тве ли

~НИЯМИ

;е,1ЫЮЙ

ржави

Друпа

- ВНУТ

я; Qmin-
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сопы,

Для различныхметодовпроточиогокультиви

рования динамика концентрациибиомассы МИК

роорганизмов описывается соответствующими

дифференциальнымиуравнениями[24].

1) Турбидост а-г J~ ==1о, :::: const.

{
Х :::: ).1x-Dx,

2) pH-стат х:::: сопм,

рН :::: const.

{
ах Ilx, ах,- = -----:::: J..lx-Dx,
а! dt а!

а« ).1х"
(!! :::: D(so-s)-y' ).1 == J..lsIK,+s,

где Хр - концентрация микроорганизмов в прием

никс, куда сливается нарастающая бактериаль

ная суСllензия, хт - суммарная концентрация мик

роорганизмов (Хт :::: Х + х,,), ).1- удельная скорость

роста, J..l - максимальная скоростъ роста; s - кон

центрация лимитирующего ресурса в среде; К, 
константа полунасыщения при лимитировании

данным субстратом, s{) - величина концентрации

лимитирующего субстрата на входе в культива

тор, D - скорость разбавления. равная отноше

нию скорости поступления питательной среды к

объему культуры. У - экономический коэффици

ент (выход биомассы на единицу потребленного

субстрата).

Принципиальная особенность данной откры

той системы - возможность установления дина

мического равновесия. В установившсмся состоя

нии /l :::: D, ах:::: Y(so - s) (.\' , s - постоянные зна

чения стационарного состояния). Необходимо

также отметить, что при превышении скоростыо

разбавления D критического значения п,р =
jlso=-к-- наступает режим вымывания. т.е. СКО-

,\' + So

рость потока настолько велика, что прирост био

массы не может компенсировать ее отток. Нуле

вое значение концентрации биомассы и равенст

во концентрации лимитирующего ресурса в среде

'значению последней на входе в культиватор соот

ветствуют неустойчивому положению равнове

сия при скорости разбавления ниже критической

и устойчивому при больших скоростях D ::: D"p
[27].

DJc - оптическая плотность.

вили первую модель роста микробных популяций

[241

с разработанной имитационной моделью бы

ли проведены машинные эксперименты по выяв

лению ВЛИЯНИЯ различных комбинаций азота и

фосфора в среде на обилие видов в сообществе.

На основе полученных результатов сделано за

ключение о существовании реальной возмож

ности управления структурой альгоценоэов с по

мощью варьирования отношений концентраций

биогенных элементов, в частности, концентраций

азота и фосфора. В ряде случаев возможно до

биться увеличения относительного обилия жела

емого вида путем создания в среде отношения

азота к фосфору, близкого к отношению мини

мальных квот данного вида. Указания на сущест

вование таких оптимальных соотношений име

ются в литературе [18, 35, 61]. Однако, обнару

женная зависимость не абсолютна (она может

проявляться в виде более или менее отчетливых

тенденций, а может нивелироваться влиянием

различных факторов). Поэтому помимо отноше

ния минимальных квот необходимо учитывать и

остальные характеристики видов, которые могут

повлиять на конечное распределение относитель

ных обилии видов в сообществе.

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ

В МИКРОБИОЛОГИИ

Дифференциальные уравнения, описывающие

концентрации микробной биомассы (х) и лимити

рующего субстрата (s) в условиях хемостагного

культивирования. которые были выведены Моно

исходя из условий материального баланса, сосга-

видов преСНОБОДНЫХ микроводорослей. А имен

но. два вида зеленых микроводорослей - бсспс

dcsmus. quadricauda и Ankistrodesmus falcatus и ци

алобактерию AnаЬаеnа vanabilis выращивали в

режиме накопительного культивирования в мо

нокультурах, двух- и треХВИДОБЫХ поликультурах

при различных начальных концентрациях азота и

фосфора в среде. При анализе каждой из моделей

(модели монокультур, ДВУХВИДОБЫХ И трехвидо

БЫХ поликультур) найденные калибровкой пара

метры верифицировали по данным из других

сред. Затем проводили сравнение модельной (с

найденными параметрами) и экспериментальной

динамик биомасс видов. Во всех случаях наблюда

лось хорошее согласие данных. Параллельно с

калибровкой и верификацией модели проводили

проверку гипотезы о независимости параметров

ввдов от состава сообщества. В результате сделан

вывод о зависимости значений параметров видов

от состава сообщества.
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ляций 3) Хемостаг с возвратом

х Il-х-сDх-(l-с)DIIХ,

/.l = Ап,

А 11+C(1-h),

О<с<l, 0<1/<1.

ступаетпитательнаясреда. но без одногоиз суще

ственных компонентов. ВНОСИМОГО В виде малой

порции концентрированногораствораЛ через ре

гулярные достаточно большие нромежутки вре

мени !1t. В этом случае динамика лимитирующего

субстрата ~- и микробной биомассы х описывается

системой

{'.
х

Применяют также обычное гомогенное пери

одическое культивированис и воспроизведение

прострапственно-неодпородного роста микроор

ганизмов:

а) культура полного вытеснения

.1' = D(.<,'o(t) - s) - q(s)x.

Х 11(.~)x - Ох,

[
Л > О , t = i!1/.

so(t) =
о. t'l:-i!1t, 1= 0,1, .... п,

D,i,~ _ q(s)x(z),
д?

д.~ + Ias
д, дс

дх
дЕ = I1(S)X = Ylq(s)-mlx.

клетками

Одной из областей применения дифференци

альных уравнений в модслированиимикробиоло

гических сообществявляется анализ возможных

стационарных состояний смешанной культуры.

Примером такого исследования может служить

работа [621, в которой изучалось взаимодействие

двух видов гетеротрофных бактерий, конкуриру

ющих за промежуточныс внеклеточные метабо

ЛИТЫ, выделяемые бактериями-метилотрофами.

Эти метаболиты. в свою очередь, являются инги

биторами для метилотрофпых бактерий. Система

уравнений. описывающих такое сообщество,

включает выражения для динамики бактериаль

ных' биомасс. а также динамики концентрации

кислорода, метанола, этаиола, ацетата в фермен

тационной жидкой среде

(/xl/(/1 (111 - О)х 1 ,

(/Х2/(// = (112 - D)x2,

ах + Iax
д, д,

ds + Ids =
д, дс

.f- скорость персмещения малого элемента куль

туральной жидкости по пространственной коор

динате с; D" и Dx - коэффициенты диффузии для

субстрата и клсток;

б) проточный реактор с иммобилизованными

б) непрерывный диализ

F/ Vm(s() - Sm) - q(s )х,

Y[q(s)-m]x = ~(s)x,

Наряду с различными способами гомогенного

непрерывного культивирования для лаборатор

ных исследований применяют и другие методы.

Используют, в частности, непрерывное культи

вирование без выноса микробных клеток:

а) периодический диализ

{
.~ = 'f'(Sm - S) -q(S)Х,

Х :: YlQ(s) -m]х :: I-I-(S)X,

г) периодическая культура с газовым питанием

{
~ ~ = F(jo-~)/V~-ЧJ(Рч-Рt),

~! = 1f'(PR-Рt ) - l/ ( S t ) Х ,

Х = Y[q(sr)-ml.\ = 11(.<,,)Х.

.1'",. -""~. s/- концентрациилимитирующегосубстра
та в' диапизномсосуде, в газовой и жидкой фазах;
Р, и P1- парциальные давления; 'f - коэффициент,
массопереноса. V"" Vg - объемы диализного сосу

да и воздушной фазы ферментера. 5, Х - количе

ство субстрата и биомассы в расчете на всю куль

туру (.1', Х - В расчете на единицу объема), F - по

ток лимитирующего субстрата. .1'0 - исходная

концентрация лимитирующего субстрата, q(s) 
скорость потребления лимитирующего субстрата.

Возможно также использование непрерывно

го гомогенного культивирования с "залповой" по

дачей лимитирующего субстрата. при которой в

обычную хемостатную культуру непрерывно по-

в) периодическая культура с подпиткой (ПКП)

s = D(so-s)-q(~·)x.

х = Y[q(s)-mlx = [~(s)-Dlx,

D = D()/(I + D()t),

S = Fs(} - q(s)X,

Х = Y[q(,,)-mjХ = Щs)Х,

{
х , = ~,x, -D,x"

4) Батарея хемостатов \2 = 1l2X2 + п12'~1 - D.,x2•

/12 D2 - D)2x]/.t2·

.е. ско-

трием

риаль

я МИК

зростъ

- КОН

е; К,_

эвании

грации

тьтива

гноше

репы к

эфвци

ениого

эткры

{ дина

состоя

ле зна

юдимо

)ОСТЬЮ

Окр ::

'СТ био

. Нуле
авенст

в среде

'р СООТ

авнове

неской

J 2: DKp

ПЬТИВИ

:ы МИК

ЮЩНМИ
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1,

е

с,

р

П.

д1

п

э.

с;

Н'

Т'

ИЗ

И,

Ю

М,

я,

ра

ен

со

ти

гш

ОТ

К;

>-

s = D(·\·u- s) - LIl;(s)-i,
.i = ! .1

, , ) 1
+Ilз-кХ.1 -У's + :1

M~---::-K х , - Пх, - (Y~l + Y~')'-'~~K х ,+
·S+2- - - _·,I"'"S+2"

~. ~ s
+V~,J.l2-КХ)+ VI,J.ll-К Х"

~- s+ 2 - . s+ 1

- ~ - ~+ v,,'12-K
х,+ V"'I~---X,,

п- s-t- 2 - ·'I""~+Кз·'

здесь Х, - концентрация i-ro варианта, х - CYMMap~

пая концентрация клеток в кемостагной культу

ре, (Лi---7 j J ) = 1, .. " и\i= 1, ...,~t',)*i-матрица
всех возможныхпореходовмежду вариантамиХ,.

Попытка количественнооценить возможный
вклад процесса диссоциации- расщепления одно

родной популяции бактерий на варианты. различа

ющиеся генетическими, фиаиолого-биологичес

кими и морфологическими свойствами - в форми

рование гетерогенной биологической популяции

была предпринята в работах [20, 43]. Матемаги
ческая модель для таких процессов выражается

системой уравнений

х = L~\:.i = P(~)x- Dx,

.i ~ 1

ности клеток в непрерывной культуре [241. Хемо
статная модель, описывающая ситуацию, когда

исходная форма дает це.1ЫЙ веер мутаций с ревер

сиями, записывается следующим образом

фурСОВА, ЛЕВИЧ

L 'Yi\!J,X i - о», - Ки(Р ] - Рп,

i'" I

- -
x(I-~"P.)(I-~"P,),

Скорость потребления субстрата Су может быть

~. ~.
представлена как Cij ::: ....!l.L' .в вышеприве-

У" Ар.
J 1-"1 I

денных уравнениях Х; (i ::: 1, 2, 3) - бактериальная

биомасса метилстрофа и двух ВИДОВ гетерогро

фОВ, 1..1-;, Р-. - удельная и максимальная удельная

скорости роста i-ro вида, D - скорость вымыва

ния, .\'1_ Р) (j ::: 1.. .4) - концентрации кислорода,

СО:., метанола, этанола и ацетата в среде соответ

ственно (верхний индекс * обозначает концентра

цию вещества в стационарном состоянии), КU (i =
=1, 2) - коэффициент переноса массы для кисло

рода и СО2 соответственно; Yij(i= 1,2,3;)= 1,3,4)
_ выход бактерий вида i на)-м субстрате; ~y (i =1,
2,3;) = 1,3,4) - коэффициент подобия бактерий

вида i субсграту г; ~i" (i =1,2,3;) =1, ... ,4) - ко

эффициент чувствительности бактерий вида i к
метаболиту n; Yi; - удельная скоростъ выделения

внеклеточного метаболита) бактериями вида i.
В работе подробно изучены 6 различных спо

собов лимитирования: метилотрофные бактерии
во всех случаях лимитируются копцентрацией
растворенного кислорода. оба вида гетеротрофов
лимитируются либо промежуточными внекле

точными метаболитами, либо максимальной
удельной скоростью роста, либо концентрацией
растворснного кислорода, либо сочетанием двух

разных лимитирующих факторов. Необходимо
отметить возможность существования устойчи
вой культуры, состоящей из трех бактериальных

видов, конкурирующих за кислород.

Важное направление микробиологических ис

следовании - изучение генетической неоднород-

- -
x(I-~"P.)(I-~"P,),

11з min{jl.,; 1311.)'1; Рз,Р, + !3Ч Р4} Х

tlP/dl ::: Yl21l1Xl - ОР:.,

dРз/tlt ::: 'Yl,1l1X\ - DP, - СnХ:.Р' .-су>,х,Рj ,

dP41dt 'УцJ.llХl-DР~-С2~Х2Р... -СЧХЗР4.

Удельная скорость роста ВИДОВ задается формулами

J.11 ::: min{p,; Pl1 St}(I-РllРj)... (I-Р14Р I ) '

176
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Сурков Ф.А. Теоретические и прикладные аспек

ТЫ моделирования первичиой продукции водо-

mc'Zn(CZI\) = 0Zл2(СZ[\ - Cznz), при Cz,)> С7n2-

В приведеиных формулах С7,) обозначает внеш

нюю концентрацию цинка, CZnl И С/л2 - внутрен

ние концентрации цинка. S - концентрацию эта-

УМ " Ь
нола, X/S - максимальныи выход роста; - коп-

е

стпнта, qo, а). Ksf ,fП, КПСZ. К/, К.':;7Л. Кп.[) , ms, 07л]'

O-zJl2. 1" N;. i = 1.2,3 - физиологические параметры

кулътуры Сагкйса \'alida.
Предлагаемая модель обеспечивает высокую

степень соответствия экспериментальным дан

ны-м и объясняет многие особенности поведения

культуры. По мнению авторов. описанные зави

симости могут применятьсяко многим органиче

ским и минеральнымсубстратам.в том ЧИс.'1е об

ладающимтоксическимдействием на микроорга

низмы.

Работа поддержана Российским фондом фун

даментальныхисследований(код проектов05-04
49238 и 05-06-80062),

/,(5) S [ 1
:::; K.H:+ S 1 + (SIKlf.l('+

(S / K )N,
+а. fEI 1 ](1 K,S)

.'i N ~,+ , '
1 + (SIKfEj) '1+(SIKm )"

Член 1:; (S). описывающий влияние этанола, име

ет вид

где ХI' Х2, ХЗ - биомассы R-, s- и М-диссоциантов со

ответственно, s - концентрация субстрата в средс,

К, - константа полунасыщения вида i субстратом
s. D - скорость протока. S'o - начальная концент

рация субстрата, У - экономический коэффици

ент. принятый в модели одинаковым для всех дис

социантов, Vij i ::/=- j. i, j:::; 1. 2, 3 - частота диссоциа

тивных переходов.

Важный фактор баланса роста клеток - затра

ты энергии на их поддержание, склацывающиеся

из расходов на повторный синтез нестабильных

макромолекул и клеточных структур. поддержа

ние градиентов веществ мсжду клеткой и окружа

ющей средой, а также между компартментами

клетки, на подвижностъ клеток (если они облада

ют ею) и процесс сброса избыточной энергии. по

ступающей в клетки [21]. Удельная скорость за

трат энергии на поддержание т.\, зависит от вида

микроорганизмов, субстрата. температуры, воз

1>ЮЖНО. и ОТ других факторов. Влияние концент

раций ингибирующихсубстратовэтавола и цинка

па величину ms клеток этанолассимилирующих

дрожжей Сапсша valida изучалось в работе [21].
Получены формулы для скорости потребления

энергетического субстрата qs и удельной скоро

сти роста jl, отражающие качественные особен
ности влиянияданныхсубстратовна рост культу

ры - лимитирование. существование наклонного

плато и субстратное ингибирование:

q,,(S, с,") = qe!'(S)!,"(c,"),

(K'\'zn)L + (CZlI { 1 + (Cz"1K f Zn )'У,'

Влияние концентрации цинка в окружении кле

ток на удельную скорость затрат энергии на

mSZn(Cz,,) описывают выражениями

mCLI/C/.El):::; О. при CZI)] < Cz" < СZ.пZ'

mCln(CZ1)):::; 07JlI(CZn1 - CZr!l)' при C Zn < CZn] '

члсн /7.1\ (CZn) , описывающий влияние цинка на

скорость потребления энергетического субстрата

Чs, эаписывают как

'ожный

Я одно

азлича

огичес

форми

'уляции

гемати

.жается

+

:уммар

культу

I<:Iтрица

"амих;.

.Хе1>Ю

, когда

:ревер-
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J~ИФФЕРЕНЦИА;lЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ

Differential Equations in Modelling of Microorganism Communities
Р. У. Fursova, А. Р. Levich

Еотопояо» Mosco\)-' State Uni1'el"sity. Моsсои'. RU,I"sia

А revicw of тnodels шаг describe phytoplanklon and microbial communities based оп differenlia[ {.'alcu[us is
ргезешес. ТЬе re[ationships between 'Ье gтowth гшеэ пз organisms and епмгоптпсгпа! сопёшопх аге givеп.

Thcse relations аге used most песоеппу [п studies. Difterenl appтoaches to Sludyillg of тасгогв [imiting the de
сегорпзеш о" microbia! communitics аге described. ТЬе mode[s describing competition огппсгоогдагпыпв '"ог
геэошсен. ыгцсшга! reorganization of тnicrobial communities, and compctitive exclusion о," species аге герге

sепtеd. ТЬе problem relaled to t]le сопtrol о!' algu. growth апd yield is discussed.
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